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F. TRÈVES. — Opérateurs différentiels hypoelliptiques........ her -i 


* 


On établit une condition suffisante pour qu’un opérateur différentiel à 
coefficients indéfiniment différentiable sur un ouvert de R" y soit hypo- 
elliptique. La démonstration, exposée au chapitre 111, utilise divers espaces 
fonctionnels, qui sont étudiés au chapitre 1. On prouve que ce critère implique 
celui de MM. Hôrmander et Malgrange, qui affirme l’hypoellipticité des 
opérateurs formellement hypoelliptiques. Considérons un opérateur diffé- 


rentiel sur R3, P(v, Dz), dont les coefficients sont constants par rapport 


à æ, mais sont des fonctions C® du point # d’un ouvert Q de R?. L’opérateur 
a coefficients variables associé, P(x, D), est dit formellement hypoelliptique 
dans Q si P(v, D) est hypoelliptique pour chaque v et si, pour deux points 


. 4, > quelconques de Q, P(v,, D) et P(v,, D) sont équivalents au sens d’ Hér- 


mander. Que notre critère soit plus fort que celui d’ Hérmander et Malgrange 
provient essentiellement du fait, établi dans le chapitre 11, que sous les 
conditions ci-dessus, il existe une fonction C*E(v) de ¥, à valeurs dans l’espace 
des opérateurs continus de L? dans Lise, qui, pour chaque ¥, constitue un 
inverse de P(v, D). Dans la seconde partie du chapitre 11, nous prouvons une 
réciproque de ce résultat. Enfin, nous exhibons l’exemple d’un opérateur 
différentiel qui satisfait notre critère, et qui est donc hypoelliptique, mais 
qu'aucun changement de coordonnée ne peut ramener au type formelle- 
ment hypoelliptique. 


G. CHOQUET. — Ensembles X-analytiques et X-sousliniens. Cas 
Do métrique ne in sighs 6 5a te ok ese tee nsrae des de 


On démontre que les notions d’ensemble A-analytique et X-souslinien 
sont essentiellement équivalentes; puisque dans le cas métrique, l’analy- 
ticité classique équivaut à la H-analyticité. C “ 


Forme abstraite du théoréme de capacitabilité trees ies terres A) OO 


Grâce à la notion d'opération (A) on énonce, sous une forme ne supposant 
aucune notion topologique, un théorème de capacitabilité qui redonne, dans 


. le cas d’un espace topologique, les résultats connus pour les ensembles ana- 


lytiques. En outre, une analyse de la démonstration fournit, sous des hypo- 
thèses beaucoup plus larges, la capacitabilité de certains ensembles boréliens. 


XIV SOMMAIRE 


Sur les points d’effilement d’un ensemble. Application à l'étude de la 
capacité ............ RME dd oa fee ARR SO ee 91 


On montre que pour tout ensemble X d’un espace de Green, l’ensemble des 
points où X est effilé peut être enfermé dans un ouvert w tel que f(w Nn X) <e, 
(f désignant la capacité). On applique ensuite diversement ce résultat: Par 
exemple, pour tout X, et tout € > 0, il existe une partition (X,) de X telle 


que Zf(X1) < f(X) +e. 
Sur les Gs de capacité nalle . CAA Ge acer so 103 


On démontre, pour le noyau newtonien, et d’autres noyaux analogues, 
que pour tout Gs de capacité extérieure nulle il existe une mesure positive 
portée par ce Gs, et telle que l’ensemble des infinis de son potentiel soit 
identique au Gs donné. 


F. W. BAUER. — Tangentialstrukturen ......:....,......24 Meee 


Les structures tangentielles sont une généralisation des structures homolo- 


giques de l’auteur (telles que structure de Cech, de Sitnikov, etc.). Voir 
des exemples: les variétés de dimension >r différentiablement plongées 
dans R®, les polyèdres de dimension > r (rectangulaires), dans R* les sous- 
espaces de dimension Z> r de R* (notés respectivement: M,, P,, D,). 

On cherche des relations purement algébriques entre les structures tangen- 

_ tielles. | ote 

Il existe une théorie de dualité pour les structures tangentielles: A toute 
structure tangentielle P est associé une structure tangentielle P, telle que 
lon ait: 


P =P. 


Notre but est d’exprimer les structures tangentielles plus compliquées 
au moyen de structures tangentielles plus simples (au point de vue algé- 
brique). 

Pour une structure tangentielle donnée P nous construirons deux nouvelles 
structures tangentielles : l’extension projective de P : PP et l’extension injec- 
tive de P: Pt. 

On a obtenu les théorèmes suivants : 


pi = Pr, 
PP = Pi, 
Pour les exemples donnés plus haut on a les relations 
M, = PP? 
D, = Pi. 


Des liens entre les structures différentiables et les ensembles de dimension 
Z r seront exposés dans un article ultérieur. 


R. COUTY. — Sur les transformations des variétés riemanniennes et 
EL TIS ARE OPE eA ST SR cae 147 


La premiére partie est l’étude sur une variété riemanienne % de trans- 
formations locales déduites du groupe d’holonomie infinitésimale, opérant 
sur les géodésiques issues d’un point. Si ces transformations sont affines, 
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projectives ou conformes, ou bien conservent l'élément de volume; ou encore 
la structure complexe dans le cas kahlerien; on en déduit des conditions pour 
que % soit localement symétrique (ou pour que son tenseur de Ricci soit à 
dérivée covariante nulle). L'étude est ensuite étendue à certaines variétés 
à connexion euclidienne. La deuxième partie est consacrée aux transforma- 
tions infinitésimales projectives ou conformes. Dans le chapitre 1, est 
supposée compacte ou complète. Le chapitre 11 est réservé aux champs de 
tenseurs G-invariants sur un espace homogène G/H. Au chapitre 11, V est 
espace d’Einstein, on a alors un théorème de décomposition de l’espace 
vectoriel des l-formes projectives (resp. conformes); application, en parti- 
culier au cas d’un espace d’Einstein compact ou complet. Le chapitre 1v 
concerne le cas où V est kählerienne : toute l-forme projective (resp. conforme) 
fermée est affine (resp. homothétique); si on ajoute l'hypothèse compact 
on a des formes à dérivée covariante nulle. Sur un espace d’Einstein-Kahler 
à courbure scalaire non nulle toute I forme projective ou conforme est iso- 
métrique. 


A. BASTIANI. — Cénes convexes et pyramides convexes..,...... 249 


Après une étude des appuis des cônes convexes et de certains ensembles 
* de formes linéaires continues dans un espace vectoriel topologique, les pyra- 
mides convexes sont caractérisées par la propriété suivante: ce sont des 
cônes convexes en chaque point desquels le cône d’appui est fermé. Ceci 
permet de définir et d'étudier les pyramides convexes dans un espace vectoriel 
de dimension infinie muni de la topologie fine; tout sous-espace d’appui 
extrême est contenu dans un sous-espace d'appui extrême de dimension 
infinie, mais une pyramide convexe peut ne pas avoir d’hyperplan d’appui 
extrême ni d’arétes et son polaire peut ne pas être une pyramide convexe; 
les pyramides propres sont intersection de leurs appuis extrêmes; le polaire 
d'une pyramide stricte est une pyramide convexe. Dans un espace vectoriel 
topologique, l’adhérence d’une pyramide convexe sera appelée pyramide 
topologique; l’étude des pyramides simpliciales topologiques, qui sont adhé- 
rence de l’enveloppe convexe de l’ensemble de leurs arêtes, conduit à certains 
résultats d'analyse. 


: DOOB. — A non probabilistic proof of the relative Fatou theroem... 293 


, L’A. démontre en s’appuyant sur la thèse de M'° Naim le résultat suivant 
qu’il avait établi grâce aux probabilités : dans un espace de Green, si u et 
h sont surharmoniques > 0, u/h admet en tout point de l’espace ou de sa 
frontière de Martin une « limite fine » finie, sauf sur un ensemble de mesure 

s nulle pour la mesure associée canoniquement à h. Puis il peut même affaiblir 
l'hypothèse u > 0. 


M. GODEFROID. — Une proprié 


té des fonctions B. L. D. dans un 
espace de Green.................. 


Dans un espace de Green, on montre que, pour toute fonction B. D. L. 
c’est-à-dire du type de Beppo-Levi-Deny) et « presque toute » ligne de Green 
régulière issue d’un point, la variation totale de la fonction est finie, ce qui 
entraîne l'existence d’une limite finie le long de la ligne. 

Ce résultat, qui précise celui d'existence d’une « radiale » (selon M. Brelot), 
généralise un résultat de Beurling sur les limites radiales dans le cercle (la 
raréfaction des rayons exceptionnels correspond alors à une capacité nulle). 


XVI SOMMAIRE 


E. BISHOP et K. de LEEUW. — The representations of linear func- 


tionals by measures on sets of extreme points................. 305 


Soit X un compact, B un espace vectoriel de fonctions numériques conti- 
nues sur X (muni de la norme classique), séparant les points de X et conte- 
nant les constantes. 

On note M(B) l’ensemble des x de X tels que toute mesure positive p sur X 
pour laquelle on ait pour toute feB: 


fle) = ff dp. 


soit nécessairement la mesure de masse 1 portée par x. 

On veut représenter les éléments de B* par des mesures portées par M(B); 
un théorème de Choquet en montre la possibilité lorsque X est métrisable. 
On le démontre ici autrement, ce qui redonne le théoréme de Choquet, et 
permet d’étendre ce dernier au cas non métrique (dans ce cas on exige seule- 
ment de p qu’elle soit portée par tout ouvert contenant M(B)). 

On énonce également des résultats voisins pour des algébres de fonctions 
continues a valeurs complexes. 

Une série d’exemples montre qu’on ne peut pas améliorer les énoncés 
obtenus, par exemple imposer à p d’être portée par M(B) lui-même dans 
tous les cas. 
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INTRODUCTION 


On dit qu’un opérateur différentiel (1) P, défini sur une 
variété indéfiniment différentiable V, est hypoelliptique (dans 
V) si toute distribution T sur V est une fonction indéfiniment 
différentiable dans tout ouvert de V où il en est ainsi de PT. 
Dans le chapitre 11 du présent article se trouvent énoncés 
et démontrées des conditions suffisantes d’hypoellipticité. 

Jusqu’à une date récente, les démonstrations d’hypoellipti- 
cité étaient limitées aux catégories classiques: preuves de 
la «régularité à l’intérieur » des solutions, « faibles » ou « fortes », 
des équations elliptiques ou paraboliques (?). Mais la très 
belle caractérisation, par M. L. HGRMANDER, des opérateurs 
différentiels hypoelliptiques à coefficients constants dans R’, 
a conduit naturellement à envisager la possibilité de résultats 
généraux. Guidés par ce genre de préoccupation, MM. Hor- 
MANDER et MALGRANGE ont démontré, à l’aide de méthodes 
différentes, le même critère d’hypoellipticité. Les conditions 
suffisantes qu’ils établissent. (*) .englobent le cas elliptique, le 
gas p-parabolique (au sens de Pérrowsxi) et celui des opéra- 
teurs hypoelliptiques à coefficients constants. Y échappent 
. certains systèmes différentiels, comme l’a remarqué L. Hôr- 
MANDER (*). Nous-mêmes exhibons ici (proposition 3. 4) une 
équation hypoelliptique qui ne remplit pas les conditions de 

(') Par opérateur différentiel sur la variété V, il faut entendre ici une application 
linéaire continue de l'espace D(V) des fonctions C® dans V, à support compact, 


dans lui-même [9(V) est muni de la topologie de Schwartz], application qui diminue 
le support; cette définition correspond au fait que P est à coefficients indéfiniment 


différentiables dans tout système de coordonnées locales. 
; (?) En ce qui concerne la régularité à l’intérieur des solutions faibles, dans le cas 
MU ou parabolique, on pourra consulter Lax [1], Mizohata ([1], [2]), Schwartz 
’ ). : 
5) M. F. E. Browder a démontré, dans Browder [1], des conditions suffisantes 
plus restrictives. 


(*) Ces systèmes ont été exhibés par A. Douglis et L. Nirenberg (C 7 
and appl. Math., t. 8, 1955, p. 503). spank Che: 


# 


{ 


ne 
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Hormanper et MALGRANGE, et qu’aucun changement de 
coordonnées ne peut amener à les remplir. 

Comme les travaux précédents, le nôtre a sa source dans la 
caractérisation des opérateurs hypoelliptiques à coefficients 
constants. Pour établir le critère d’hypoellipticité du cha- 
pitre 111, nous avons adapté la méthode par laquelle M. S. Mizo- 
HATA a prouvé l’hypoellipticité des opérateurs elliptiques et 
paraboliques (MizonarA [1], [2]). Cette adaptation entraîne 
des modifications qui, sans être révolutionnaires, nous ont 
semblé mériter une publication. Ceci s’ajoute au fait, que le 
critère d’hypoellipticité que nous obtenons est strictement 
plus large que celui de HôGRMANDER et MALGRANGE. 

L’un des caractères spécifiques, et sans doute un inconvé- 
nient, de la voie que nous avons choisie, réside en l’usage 
systématique des solutions élémentaires. Cela nous a poussés 
à étudier les polynômes différentiels P(v, D.) sur R", dont les 
coefficients (constants par rapport à la variable x de R’) 
sont des fonctions indéfiniment différentiables du point ¢ 
d’une variété V. Cette étude occupe tout le chapitre 11. Le 
résultat principal en a été déjà énoncé, avec une précision 
moindre, dans Trèves [1] (théorème 2). Nous en publions ici la 
démonstration complète, qui n’est d’ailleurs que l’adaptation 
naturelle d’un raisonnement de M. L. Hôrmanper ([1|, 
preuve du théorème 3. 4). Voici, grosso modo, quel est ce 
résultat. Faisons les hypothèses suivantes : 

A) P(», D) est hypoelliptique pour tout ve V. 

B) Quels que soient les points 9, et », de V, P(»,, D) et P(»,, D) 
sont équivalents (au sens d’ HormaNDER; voir notre déf. 2. 1). 

Il existe alors une solution élémentaire E(x, v) de P(», D) 
qui a les propriétés suivantes : 

C) Pour toute fonction a(x) indéfiniment dérivable, à 
support compact contenu dans le complémentaire de l’origine, 
_a(x)E(x, ») est une fonction C* de (x, ») (dans R" x V). 

D) L’opérateur de convolution (en x) E(z, »)* est une 
fonction C° de », dans V, à valeurs dans l’espace des appli- 
cations linéaires continues de L? dans Ly, (espace muni de 
la topologie de la convergence uniforme sur les bornés de L;). 

Par L? nous entendons l’espace des fonctions de carré 
sommable a 4 support compact; par Ee l’espace des fonctions 
localement de carré sommable. 
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La nouveauté de l’étude du chapitre 11 réside en ce que le 
problème de la réciproque du résultat précédent s’y trauve 
pratiquement résolu. Ce problème peut se concevoir ainsi: 
en faisant, bien entendu, l'hypothèse que la variété Vest 
connexe, est-ce que les propriétés (C) et (D) entrainent (A) 
et (B)? Un exemple très simple (un opérateur différentiel. du 
second ordre sur la droite réelle, dépendant d’un paramètre 
réel) montre qu’il n’en est rien sans hypothèse supplémentaire. 
Ce même exemple suggère d’ailleurs l'hypothèse convenable, 
qu’on peut énoncer de la façon suivante : toute combinaison 
linéaire des coefficients de P(v, D) ayant un zéro d’ordre infini 
en un point de V doit être partout nulle dans V. La démons- 
tration du fait que, moyennant cette condition, les deux 
conjonctions (A) & (B) et (C) & (D) sont équivalentes, occupe 
presque entièrement la deuxième partie du chapitre 1. En 
dehors de cette condition, tout devient possible, comme on 
s’en convainc en étudiant l’exemple mentionné, et c’est dans 
ce sens que notre résultat (théorème 2. 2) constitue un optimum. 

L’auteur tient à remercier MM. HorMANDER, MALGRANGE, 
Mizonata et ScHwARTz pour les enseignements qu’il a pu 
tirer de leurs travaux et de leur conversation. 


NOTATIONS 


Les opérateurs différentiels, les fonctions, les distribu- 
tions, etc., seront définis dans R’, dont la variable sera le 
plus souvent notée x = (x,, ..., x,). La transformée de Fourier 
sera supposée opérer ainsi | 


fly) = f fle) exp (— 2x (x, y)) dx 
par exemple pour f(x) continue à support compact ; 
, Y) = HY, + + TYn; 


© sera systématiquement la variable coté objet, y = (y,, ..., Yn) 
la variable coté image; la distance euclidienne dans R' sera 
notée |x|,|y| etc. : | 
: Nous désignerons par N l’ensemble des entiers > 0, par N' 
celui des systèmes (p,, ... p,) de n tels entiers; N et N° sont 
munis de la loi additive usuelle et peN", p=0, signifie 


= 


OPERATEURS DIFFERENTIELS HYPOELLIPTIQUES 5 


Py = p, =~ = p, = 0. Comme c’est la coutume, nous 
écrirons ‘|p|’ pour py+ +--+ p,, pl! pour p,l...p;l, # 
(2 €C") ‘pour zi... 2", ete. 


Un polynôme différentiel P(D) est un opérateur différentiel 
sur: R” à coefficients constants, obtenu en substituant, dans 
un polynôme P(X) à n indéterminées X,, ..., X, et à coeffi- 
cients complexes, la dérivation al © à l'indéterminée X; 

217 dx; 
pour chaque 7 = 1,...,n. Conformément à cette règle, D? 

Seas, 2 #. ¢ Pa Pn 

désignera le monôme de dérivation Le sig eae “ee =) : 
| 2ir dx, / it dx, 
et P® (D) sera l'opérateur associé au polynôme | 


tase | Cs (X). 


En ce qui concerne les espaces de fonctions ou de distri- 
butions, nous nous conformerons aux définitions et notations 
de L. Scuwartrz. Pour les distributions scalaires (voir 
SCHWARTZ [1]), bornons-nous à signaler que si Q est une 
variété C*, D(Q) est l’espace des fonctions indéfiniment diffé- 
rentiables dans Q, à support compact, &(Q) celui des fonctions 
indéfiniment différentiables à support quelconque, ®'(Q) est 
l’espace des distributions (ou, si l’on préfère, des courants 
de degré 0) sur Q, &’(Q) celui des distributions sur Q à support 
compact. Nous ne mentionnerons pas Q lorsque 2 = R’; 
ainsi % sera l’espace des fonctions indéfiniment dérivables dans 
R", à décroissance rapide à l'infini, J’, celui des distributions 
tempérées sur R". Tous ces espaces seront munis des topologies 
que leur a assignées Schwartz. 

Une remarque en passant: on sait que la transformation 
de Fourier définit un isomorphisme vectoriel topologique de 
# sur Jy; l’image de T({x)e, par cet isomorphisme sera 
notée T (y). | 

Nous utiliserons la notation fonctionnelle pour les dis- 
tributions (*): nous écrirons par exemple T(x)e®, et la 
dualité entre 9, et %, sera exprimée par I « intégrale » 


© [ Tie) ¢(2) dx(Te9, ge). 


(5) Exception faite parfois de la mesure de Dirac à l’origine, qui sera tantôt notée 
Sz, tantôt Ô(x), et quelques fois 5 tout court. 
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Nous ferons intervenir aussi des fonctions et des distributions 
à valeurs vectorielles, c’est-à-dire à valeurs dans un espace 
vectoriel topologique. Sur ce sujet, le lecteur pourra se reporter 
à Schwartz [3] et [4] (ou à Schwartz [2]). Si E est un espace 
vectoriel topologique et 2%(Q) un espace de fonctions ou de 
distributions dans la variété Q, on peut, dans certains cas, 
définir un espace (46(Q )) (E) de fonctions ou de distributions 
a valeurs dans E he soit la généralisation du cas scalaire #(Q). 
Par exemple, (&(Q)) (E) désignera l’espace des fonctions indé- 
finiment Lisa re dans (2, à valeurs dans E; (9’(Q)) (E) 
sera (par définition) l’espace dés applications RTE bots 
de ®(Q) dans E (pour ceci, on suppose que E est localement 
convexe séparé quasi-complet), etc... 

Nous utiliserons souvent la notation suivante: si E et F 
sont deux espaces vectoriels topologiques, L,(E; F) désignera 
l’espace des applications linéaires continues de E dans F, 
muni de la topologie de la convergence uniforme sur les 
ensembles bornés de F. 


— 


CHAPITRE I 


DE CERTAINS ESPACES FONCTIONNELS 


§ 1. — Espaces A‘, Ai, Aj... 


Deérinition 1.1. — Soit s un nombre réel quelconque. Nous 
désignerons par A‘ l’espace des distributions tempérées T(x) 
sur R", dont la transformée de Fourier T(y) est une fonction 
telle que (1 + |y|*)*? T(y) € Lz. 

Nous munirons A‘ de la norme N,(f) = ||(4 + |y|° )'* Fly) Oe 
qui en fait un espace de Banach (non réflexif!). Si s’ <s, 
on a les plongements continus #c A‘c Ac’; A‘ est dense 
dans §’ mais # ne l’est pas dans A‘. En particulier, le dual 
_ de A‘ n’est, pour aucun s, un espace de distributions. 

Si P(D) est un polynôme différentiel d’ordre m, P(D)é ¢ A~”; 
en particulier, à e A’. 

Soient deux nombres réels s, t; on peut définir la convolution 
S«T d’un élément S de A° et d’ un élément T de A‘ comme 
étant la transformée de Fourier réciproque du produit $(y) T(y). 
Le résultat suivant est évident : 


Proposition 1. 1. — (f, g) >f*g est une application a 
néaire continue de A‘ x A‘ dans Ast, 


CorozLaIRE 1. — Soit P(D) un opérateur différentiel d'ordre m, 
à coefficients constants; f > P(D) f est une application linéaire 
continue de A‘ dans A‘—”. 

Soient fe A‘, ge All*"*!; posons : 


fe Bly) = f (A+ (ult) PP Cu) (1 + y —uj)"* 7 | 
(1+ ul) By — u) (1 + y —uf) OF du, 
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intégrale qui a un sens, car il existe C, < + © tel que, pour 
tous u, ye R’, 


(1 + luf) Eur S C,(4 + ly?) —s/2 (4 + |y—ul) ist? 


d’où résulte aussi: 


(1+ y) fay) Ce f(t + ly—uly err du 
ee Prat 5 N.(f) ÿ Niue (8). 


La transformée de Fourier réciproque de f*&(y) sera, par 
définition, le produit multiplicatif fg de f et de g. Nous avons 
prouvé : 


Proposition 1. 2.— (f, g) > fg est une application bilinéaire 
continue de A‘ X Af!*"*' dans A‘. 

. Comme ¥ est plongé continûment dans A'*'*"** quel que soit s, 
LS JE 


* CoroLLAIRE 1. (f, ¢) = fo est une application bilinéaire 
continue de À° X J dans 15 ad 


“DÉFINITION 1. 2. — Nous. appellerons A” l’intersection de 
tous les espaces A (s parcourant R) et A leur réunion. 


‘Proposition 1. 3. — Pour toute g e A”, —— of est une appli- 
cation linéaire continue de A* dans lui-même. 

Notons, avec Scawartz ([1], t. IL, p. 55) Dy Testiade des 
fonctions indéfiniment dérivables dont toutes les i ie 
appartiennent à L?. gh hi 


Proposition 1. 4 — Dy c re ca, 
~ Les inclusions n’ont ici qu’ une signification raser pour 
la bonne raison que nous n’avons pas défini de topologie sur A”. 
: D'abord, A° c Da, En effet, les éléments de A° sont manifes- 
tement indéfiniment dérivabless d’autre part, A” est stable 
par dérivation (comme il résulte du corollaire 1 de la propo- 
sition 4.4). Il suffit done de prouver que A°eT?. Mais si 
fe A®, il est visible que fe e L?, d’où le résultat. 
Enfin, D € A°; car soit vi e 9. Quel que soit lentier KU; 


A 
(1 ae) felt et donc sa transformée de Fourier, qui est 


(4 + lyP)* Fly), date a L*, d’où le résultat. 


moment 
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+ La proposition 1. 1 montre que la convolution définit sur A 

une structure d’algèbre commutative, avec unité (la mesure 
de Dirac à). Le réel s définit une sorte de filtration décroissante 
sur A (ie. Ac A‘ sis’ <s et At+A'cA**. Pour k >0, 
les A* sont donc des sous- algèbres de A; parmi celles-ci, la 
seule qui soit unitaire est A°. biinterfeittion A* des A° est 
un idéal de A. 
La proposition 1.2. montre que la multiplication est une 
loi dé composition partiellement définie sur A; elle est partout 
définie sur A”. Dans A°, il n’y a d’élément unité, ni pour la 
multiplication, ni pour la convolution. 


Derinition 1. 3. — Soit F un fermé de R". Nous désignerons 
par Ay le sous-espace de A° formé des f qui ont leur support 
dans F. | 
| \& sera muni de la topologie induite par A’; Af est un espace 


He atout 


éstttrôn 1.4. — Nous désignerons par A: la limite 
inductive (au sens vectoriel-topologique) des espaces Ax, K par- 
courant la famille de tous les compacts de R". 

A est une limite inductive dénombrable stricte d’espaces 
de Banach; c’est donc un espace £% (non réflexif!). Si s’ <s, 
on a les plongements continus: Dc Aic Aj cé”. 


Proposition 1. 5. — L’intersection des espaces A; est iden- 
tique à D; leur réunion est identique à &'. 
_ Si f appartient à l’intersection des Aj, f est à support compact, 
* et indéfiniment dérivable d’après la proposition 1.4. 

Soit maintenant Te&’; d’après le théorème XXVI de 
- Scawarrz [1], t. I (1% édition, p. 90), il existe r n-uplets 
peN'"'et r fonctions continues à support compact g, tels que 
T— XD’g,. Il suffit de prouver qu’un terme de la forme 
Dg, appartient a la MERE des A‘. Or g,e Lt, donc £ (y) e L” 
et par conséquent, (1+|yf) 1" (Dixy)? Suiy) —eL” ce qui 
prouve que Share 


. Dérinition 1. 5. — Nous désignerons par Aj, l’espace vec- 
foriel des distributions aie ) sur R® telles. que, pour tout ae, 


af eA. 
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Nous munirons A‘, de la topologie la moins fine rendant 
continues toutes les applications f > af de Aj,, dans Az (« parcou- 
rant ®). Alors Af, est un espace de Fréchet (non réflexif). 
Si ss, on a les plongements continus: &c Aj,, ¢ Aj,, ¢ D’; 
Atc A‘c Aÿ.. Les derniers plongements résultent banalement 


de la proposition 1.3 et de ce que Dc A®. 


Proposition 1.6. — L’intersection des espaces Aj, est — 


identique à &; leur réunion est l’espace des distributions d’ordre 
fini. 


Démonstration aisée à partir de la proposition 1. 5. 


Proposition 1. 7. — Soit K un compact de R"; (f, g) ~f*g 
est une application bilinéaire continue de AX X Ai, dans Aït! 

Si E, F, G sont trois espaces de Fréchet, toute application 
bilinéaire séparément continue de E X F dans G est continue 
(Dieudonné-Schwartz [1], théorème 8). Par conséquent, il 
nous suffira de prouver que f*g est séparément continue. Mais 
grâce au théorème du graphe fermé, il suffit même de prouver 
que si fe À et geA{., alors f*geAit' Soit alors «ae Ÿ 
quelconque, dont nous noterons H le support (K désignant 
celui de f). Soit $ e D, égale à 1 sur H — K; ona: 


a(fxg) — aff+(Bg)] et ge A. 


Comme f e A;, on a bien, d’après la proposition 1. 1, f+(Bg) e A°* 
d’où le résultat en appliquant la proposition 1. 3. 


CorozLaIRE 1. — Soient H, K deux compacts de R"; (f, g)—f+g 
est une application bilinéaire continue de Ay X Ak dans Aÿtt. 


Proposition 1. 8. — (f, g) >fg est une application bili- 
néaire continue de As, X A\sit"*' dans AS. 

Puisque tous les espaces qui interviennent sont des Fréchets, 
il suffit (cf preuve de la proposition 1.7) de montrer que 
fge Aj,.; mais ceci résulte banalement des définitions et de 
la proposition 1. 2. 


CorozLaiRe 1. — (9, f) >of est une application bilinéaire 
continue de & x As, dans A: | 


loc* 


En effet, & est plongé continiment dans Als+r+1, 


EE = — 
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loc 


$ 2. — Espaces A®%, As? Asd, 


Dérinition 1. 6. — Nous désignerons par A** (s, d nombres 
réels) le sous-espace de A‘ formé des f telles que, pour tout 
pe N’, fe A‘*lrld, 

La topologie sur A** sera la moins fine de toutes celles 
rendant continues toutes les applications f—zx?f de A‘ 
dans A°*/l* (p parcourant N"); A®? est ainsi un espace de 
Fréchet. 


Dérinition 1.7. — Soit F un fermé de R". Nous noterons 
Af? le sous-espace de A*“ constitué par les f qui ont leur sup- 
port dans F. 


Ay‘? sera muni de la topologie induite par A**; c’est alors 
un espace de Fréchet. 


DériniTion 1.8. — Nous désignerons par As* la limite 
inductive (au sens vectoriel-topologique) des espaces Aït, K 
parcourant la famille des compacts de R". 

Az? est un espace £%. On a les plongements continus 
Suivants: sis <9 et. d <.d, De A?’ c Alt <9, 

Il faut bien souligner que ® n’est pas dense dans A“ et 
que donc, pour aucun s ni d, le dual de A¢? n’est un espace 
de distributions. Lorsque d reste fixe et que s parcourt la droite 
réelle, intersection des A?? (contenue dans celle des A¢) est 
identique a 9. 


DÉFINITION 1.9. — Nous désignerons par Aj; l’espace 


des distributions f(x) sur R” telles que, pour toute « e D, af e A°*. 
Nous munirons A$? de la topologie la moins fine rendant 
continues toutes les applications f—af de Af? dans A‘ 
(ae); As? devient alors un espace de Fréchet. On peut 
aussi définir A comme étant le sous-espace de Aj,, formé 
des f telles que, pour tout pe N', æf e All, sa topologie 
étant la moins fine de celles qui rendent continues toutes les 
applications f — x?f de Aj? dans Aj,t!?'*. On a les plongements 
continus : | 


Bc Apt c Ate cD! (s’ <8, d'<d); Affe Ate Aig. 


loc loc 
L’intersection des A;:¢ (d fixe, s parcourant R) est identique 


loc 
à 6. 
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Voici maintenant une propriété qui éclaire un peu, du moins 


dans le cas d > 0, la nature des éléments de Aj’. 


Proposition 4.9. — Soient d un nombre >0, s un réel 
quelconque. Si «e ® a son support dans le complémentaire de 
l’origine, f > af est une application linéaire continue de Ati 
dans D. 

Soit fe As’. Pour tout entier k >0, |aP* fe Ajt*%. Soit 


alors fe® ayant son support dans { {0}, égale à |a>* 
sur le support de «. Ona 6(a{2|"*f) = af e A**** et comme k 
est arbitraire, ceci exige afe (proposition 1.5). La conti- 
nuité de l’application f — af résulte ensuite, par exemple, 
du théorème du graphe fermé. 


CoroLLaiRE 1. — Les distributions qui appartiennent à 
Aÿd(d > 0) sont indéfiniment dérivables dans le complémentaire 
de | 

CorozLaiRE 2. — Si K est un compact contenu dans [ {0} 


et si d'est > 0, Ax’ = Dx (espace des fonctions indéfiniment 
dérivables sur R", à support contenu dans K). | 

_ L'identité, dans ce corollaire, doit s’entendre au sens vec- 
toriel-topologique, puisqu'il s’agit de deux espaces de Fréchet 
et que la topologie de Dx est plus fine que celle de Ax’. 


Proposition 1. 10. — Soient s, t, d, e quatre nombres réels 
quelconques; (f, g) > f * g est une application bilinéaire continue 
de As x Abe dans As*4 inf(d, e) 

Il suffit (cf. preuve de la proposition 1. 7) d'établir que si 
fe A**et ge À"° alors f » ge A°*t"@9 Soit p e N"; ona: 


apr = (PP) cath) « (arte) 


1jSPpp f=t, nN 


Or a'fe Alt et x? ge APT 11€; d’après la proposition 4. 1, 
ceci implique (2"f)*(a?~%g) e A‘*t*iidtip-ale d’où le résultat 
puisque |g|d + |p— gle > |p| inf (à, e). 


CorRoLLAIRE 1. — Soient H, K deux compacts de R"; mn g)—>fxg 


est une application bilinéaire continue de At x Ak° dans 
ATH (d, e) 
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CoRoLLAIRE 2. — Soit K un compact de R"; \(f, g) > fxg 
est une application bilinéaire continue de Ag? x A‘? dans 
Ast int(d, © 

Il suffit d’appliquer la proposition 1. 10 en. faisant la 
remarque suivante: si f e Ag’, ge Ate et «e Dy (H: compact 
arbitraire de R"), alors pour toute fonction Be ®, égale à 1 


sur H — K, on a: a[fx(Bg)] = a(f»g). 


Coroxrarre 3. — Soit P(D) un polynôme différentiel sur R", 


d'ordre m; f — P(D) f est une application linéaire continue 
me At dans As—™ int... 

Il suffit, d’après le corollaire 2, de prouver que P(D) à e A”, 
Nous savons déjà que P(D)èe A". Remarquons alors que 
(x, P(D)] est un polynôme différentiel d’ordre m — 1; or 
EzP(D)S = [x, P(D)Jà qui appartient done à A-"+!'; on 
conélut en raisonnant par récurrence sur m. 


Proposition 1. 11. — (a, f) > af est une application bili- 
néaire continue de & x As? dans As. 

Il suffit, ici encore, de montrer que af e Af’. Or on a, pour 
chaque peN', #2 (af) = a(x’f) et x’f e Astle: le résultat 
découle alors du corollaire 1 de la proposition 1. 8. 


CoroLLAIRE 1. — Soit P(x, D) un opérateur différentiel d ordre 
m sur R’', à coeffcients indéfiniment dérivables; f — P(x, D)f 
est une application linéaire continue de Aj? dans Afg 7 i”. 
Méme énoncé, avec À,, (resp. Ax, K compact arbitraire de R") 
à la place de A... | 

Voici une conséquence triviale des définitions : 


Proposition 1. 12. — Soit p e N° (soit K un compact de R"); 
f— xf est une application linéaire continue de Aj,’ (resp. 
VAN) dans A&E (resp. A&P), 


Dérinition 1. 10. — Nous désignerons par &, le sous-espace 
de & formé des « qui vérifient «(0) = 0. 

6, est un sous-espace fermé de &; il sera muni de la topologie 
“induite par &, qui en fait un espace de Fréchet; soit 9 €&,; 
pour chaque j= 1,...,7 définissons p;jeë6 par: 


Dei ee, Ln) = P(Bry ++ +, By Oh. sey 0) 
wy = (Ly, ses Ha, 0,.... 0). 
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Puisque 9(0) = 0, on a: g(x) = a49(2) + +++ + 4n9n(2). 
Nous noterons N l’application 9 — (91, ...,9,) de & dans 


ti ee 
8X ---x 6. 


Proposition 1.13. — N est un isomorphisme vectoriel- 


m 
topologique de &, dans BX: x8, 

1° N est biunivoque, car si tous les +; sont nuls, il en est 
de même de ®. -—m— 

2° N(8,) est fermé dans & x --- X &. Car supposons que les 9, 
convergent, pour chaque 7 = 1,...,n, dans & vers une 
fonction ¥;. Il est évident que Y; n’est fonction que des seules 
variables 2, ..., 2%; posons: 


Ya ah te tbe 
On a Wa, ...,æ, 0, ..., 0) = ayda(x) + -++ + aba) et 


donc: 
ar) = Ua, 4 9555-0, a, O) tes. 20,50 0) 


Autrement dit, (44, ..., Un) = N(). r— m 
. 3° L'application (y1,..., 41) >21%1 + +++ +27, de X -- x6 
dans 6, est continue. Sa restriction à N(&,) est l’application 
réciproque de N. Le théorème de Banach entraîne donc immé- 
diatement le résultat. 


CoRoOLLAIRE 1. — (a, f) >af est une application bilinéaire : 
continue de & X As? dans As*+“%4, | 
On applique la proposition 1.13, la proposition 1.12 et 
la proposition 1. 11. | 


§ 3. — Espaces 6,(k; E,). 

Rappelons que si V est une variété C*, dont le point courant ! 
est noté », et si E est un espace vectoriel topologique (sur le 
corps C des complexes), on désigne par 64(E) (q: entier > 0). 
l’espace des fonctions q fois continûment différentiables dans _ 


| 


: 


‘ 
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V, à valeurs dans E, muni de la topologie de la convergence 
uniforme, pour les fonctions et toutes leurs dérivées d’ordre 
<q, sur chaque compact de V. L’intersection de tous les 
&(E), q parcourant N, est notée &,(E); c’est l’espace des 
fonctions C* de » à valeurs dans E; nous le supposerons muni 
de la topologie intersection des topologies induites par les 8{(E). 

Donnons-nous, pour chaque re R, un sous-espace vectoriel 
E, de E que nous supposerons muni d’une topologie (compatible 
avec la structure vectorielle) plus fine que celle induite par E. 
Nous ferons l’hypothèse suivante : 

(®) Sis<r, E, est plongé continiiment dans E.. 


Dzrinition 1. 11. — Soient s réel, k > 0. Nous désignerons 
par &,(k; E,) l’espace des fonctions C” dans V, à valeurs dans E, 
qui, pour tout entier p > O, sont des fonctions C? de », à valeurs 
dans E,_ kp 

On voit que, pour tout entier p >0, &(k; E,) peut être 

considéré comme un sous-espace de &?(E,_,,); nous le munirons 
de la topologie intersection des topologies induites par les 
SI(E,_ xp). Sik’ >k et r’ <r, &(k; E,) est plongé continiment 
dans 6,(k’; E;); et 6,0; E,) = 6, (E,) (au sens vectoriel- 
_ topologique). 
Considérons maintenant un espace vectoriel topologique M 
(sur C) et, pour chaque reR, l’espace L,(M; E,) (espace des 
applications linéaires continues de M dans E,, muni de la 
topologie de la convergence uniforme sur les bornés de M). 
Les L,(M; E,) sont plongés continiment dans L,(M;E,) et 
il est clair qu’ils vérifient () (carles E, vérifient (®)). Nous avons 
donc le droit de considérer les espaces 6,(k; L(M; E)) des 
fonctions C* dans V, à valeurs dans L,(M; E), qui sont, pour 
tout entier p >0, des fonctions C? de », à valeurs dans 
L,(M; E,_,)). Si nous avons à considérer, au lieu d’un seul 
espace M, une famille {M,} (re R) d’espaces vectoriels topo- 
logiques (vérifiant (2) ou non), pour ret s fixés, la notation 
&,(k; L,(M,; E,)) sera conforme à la définition précédente (on 
. substitue M, à M). 


Proposition 1. 14. — Soient, pour chaque réel r, deux espaces 
vectoriels topologiques E, et F,; on suppose qu’il existe un espace 
vectoriel topologique E (resp. F) tel que tous les E, (resp. F,) 
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soient plongés continüment dans E (resp. F), et que les Ey 
(resp. F,) vérifient (®). “sek te | 
Soit, pour tout  e V, une application linéaire continue u(y) de E 
dans F, ayant la propriété suivante : il existe un nombre réel a et uv 
nombre k > 0 tels que, pour tout réel r, u(v) e&,(k; L,(E,; F,_,)). 


Alors, quels que soient le réel s et l'élément f(v) de &(k; E,), — 


on a u(v)f(o) €&,(k; F,_à). | 


Il suffit de prouver cette proposition pour a = 0; car posons | 


F. = F,_,; il est clair que la famille {F;{ vérifie aussi (®) et que 
&,(k; F,) = ,(k; Fa) et 8,(k; Lo(E,; F,)) = 6,(k; Ly(E,; Fax)). 

Soit un opérateur différentiel quelconque D, sur V, 
d'ordre q; D,[u(v)f(v)] est une somme de termes de la forme 
(Déu(s)) Dif(v)), où D, et D':sont des opérateurs différentiels 
sur V, d'ordre q’ et q' respectivement, avec q’ + q’ <q. Par 
hypothèse, Dif(v) est une fonction C° de » à valeurs dans. 
E,_ 4° et Diu(v) est une fonction C° de », à valeurs dans: 


Lo(Es—g3 Fs-xy x). I s’ensuit que (D,u(v)) (Dif(¢)) est une * 


fonction continue de ?, à valeurs dans F,_;,. 

Le rôle des espaces E, sera tenu, pour nous, par A’, Ax, Aj.., 
Ang, etc. (K: compact de R’'; d: nombre > 0 fixe), relatifs: 
à la variable x de R’. Nous aurons besoin du résultat suivant : 


Proposition 1. 15. — Soient deux nombres réels s, t, 
un nombre k > O et. un compact K de R". Soient 
a(x, v)eë,,,, f(a, v) €6,(k; Af,), g(x, v) e6(k; AL) arbitaires. 
Alors f(x, »)*g(x, v) e 6,(k; Aftt) et a(x, »)f(a, v) e6,(k; Af,.): 

Résulte directement des propositions 1. 14, 1. 7 et du 
corollaire 1 de la proposition 1. 8. | 


Proposition 1. 16.— Soient un nombre k > 0 et un entier 
p > 0 quelconques. Tout élément de &,(k; AfK+°P+n+1) est une 
fonction C? de (x, ») dans R" X V. | 

Un tel élément est une fonction C? de » à valeurs dans 
Afc""'. Il suflira donc de prouver que A?*"*' est plongé 
continiment dans l’espace des fonctions C? de x (muni de la 
topologie usuelle : convergence uniforme, sur chaque compact 
de R*, de toutes les dérivées d’ordre < p). 

Soit qe N’, |q| <q. Si f(x) est une distribution tempérée, 
la transformée de Fourier de D‘f(x) (D? opérant au sens des 


distributions) est y%f(y). Si f(x) e AP fly) est sommable 


OPÉRATEURS DIFFERENTIELS HYPOELLIPTIQUES 17 


sur R” et.par conséquent, ,D‘f(x) est une fonction continue 
sur R’, tendant vers.0 lorsque a oo. On a; de plus :: 


ID{aliz < A+ lub "—! dy Non (f). 
41 au 


PROPOSITION 4 7, se Soient s réel, k >0 et dE 0. Si 
«(x)e® a son support dans le ATOS de l’origine, 
f(z, ») > a(x) f(x, ») est une ores linéaire continue de 
E(k; Ag.) dans &,(9,).: 
_ Appelons K le support de on ). Quel que soit l’entier p > 0, 
«(æ)f(x, ) est une fonction C?:de.y à valeurs dans (A4), 
espace qui est identique, :d’aprés‘le corollaire 2 de la propo- 
sition 1.9 à (Dx). 

Corotrarre 1. — Les éléments de bine Ai?) (d > 0) sont 


loc 


indéfiniment différentiables par rapport à (x, v) dans ({ {0} ) ate 


CoROLLAIRE 2. — Si K est un compact contenu dans [ {0} 
et sud>0, &(k; Ag’) =  B((Px)e) (identité, au sens vectoriel 
topologique). hhhc re , * | 

L’un des avantages de l’introduction des espaces &6,(k; E,) 
est lié à la EN TES d’un résultat, de Mizohata ([2], 
p. 173 et 174). | 

Le rôle de la variété V va , être tenu par un ouvert Q de R’, 
dont le point variable sera noté %. Tous les espaces ne 
par & seront relatifs à cet ouvert; ainsi par exemple &(k; Ax). 

Soit T(x) une distribution sur. R"., Suivant Schwartz, 
pos T(%— x) (€ R" fixe) la distribution | définie . par 


T(x—a,)9(x) de = { T(x)9( +0) dx, pe D SiT (a,b) € 8:(D2); 
‘on a évidemment aussi eee €) = &(D.). Sous certaines 
conditions, on peut affirmer que l’on a aussi 


Tw, Et) e (D5) = 6.) = Li(D; 8.) (°). 


Mizohata a montré que c’est-le cas s’il existe un réel s tel que 
T(x, ©) e &(A%,.). Cet espace étant identique © à &(k; A.) avec 
k=O, on peut se demander s’il n’est pas possible d’étendre la 
propriété précédente à des valeurs > 0 de A. On, ne peut 


a Pout les définitions et les: propriétés de ces espaces; voir Schwartz [2], [3]. ’ 
2 
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espérer l’étendre à k > 1, comme lé prouve l’exemple de 
&(a + E) e&(1; A°), car d(x + E—x) = 6, € &,(Dz). Compte tenu 
de ceci, le résultat suivant constitue une sorte d’optimum : 


Proposition 1. 18. — Soient s réel, k > 0, et un compact K 


de R" arbitraires. Si k <1, pour toute f(x, §)¢&(k; Ax), L 
¢(&) oe [ f(x — &, &)(&) dé est une application linéaire continue | 


de % dans 9,. 


Notons f(y, £) la transformée de Fourier de f(x, Ë); celle de 


f(x —&, E) est f(y, £) exp (2ir (y, —)). En particulier, d’après la 


définition de &(k; Ay), c’est une fonction indéfiniment déri- 


vable de £ à valeurs dans ¥;. Si done 9 e 9%, 


P(x) = f f(x —E, E) p(E)dE 


est une distribution tempérée, dont la transformée de Fourier « 


est 
by) = fer™o® Fly, E)p(E)dE. 


Soit alors p e N° arbitraire; nous pouvons écrire : 


yr (y) = J DE (2%) Fy, PCR 
= (20) feo DEFY, 8)¢(8) ae 


ub, a8 à (Pay api Llp ie 
(Le | RES 


Or Dff(x, &) est une fonction continue de £ à valeurs dans 
A% "7! Tl existe donc une constante finie M, telle que, pour 
tout point § du support de 9 et tout ye R': | 


(4 + |) ne D (y, E1< M. 


De la résulte qu’il existe: M, < + telle qu’on ait, pour 
tout ye R": 


(1 + [ya)e-#Pt? lu) Ms sup || D'p(E) fe 
hee Sey 


1SJ< 


En particulier, on voit, en prenant p = 0, que D(y) est ! 


bornée sur tout compact; il en résulte que, pour tout entier 
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m > 0, il existe une constante finie M, telle que, pour tout 
ye R*: 


(1+ Yi mA (y)| < Ma sup [| D'p(E) [lue 


Comme k < 1, s + (1 — k)m peut être rendu arbitrairement 
grand en prenant m suffisamment grand; ceci prouve que 
(x) € A” pour tout réel r; autrement dit, ®(x) e A°. D’autre 
part, lorsque € reste dans le support de 9, f(x —§&, &) garde 
son support dans un compact fixe de R”; par conséquent, 
(z) est à support compact, autrement dit ®(z) € 9,. 

La continuité de l’application ¢(&) > ®(z) de D; dans 9, 
résulte, si l’on veut, du théorème du graphe fermé. 


CorozLaiRE 1. — Si k <1, pour toute f(x, &) e &:(k; Aï,), 
g(E) > re f(a — &, €) o(&) dé est une application linéaire continue 
de D; dans &,. yee 


- =a s 
rem nn 


CHAPITRE II 
OPÉRATEURS HYPOELLIPTIQUES 
A COEFFICIENTS CONSTANTS DÉPENDANT DE PARAMÈTRES |! 


§ 1. Opérateurs hypoélliptiques à coefficients constants. 


Les. opérateurs hypoelliptiques à coefficients constants ont : 
été caractérisés par Hérmander (dans [1], chap. 111; voir aussi 
Ehrenpreis [1]). A leur sujet, nous aurons besoin de l’équiva- « 
lence suivante (Malgrange [2], p. 291 et 292) : 


Proposition 2.1. — Soit P(D) un opérateur différentiel à « 
coefficients constants sur R'. Les propriétés suivantes sont : 
équivalentes : 

a) P(D) est hypoelliptique. 

b) Il existe un nombre s > 0 et une constante finie A tels « 
que, pour tout pe N’, p= 0 et tout ye R’, on ait: 


(1 + [yl TPE (y) < ACL + [P(y))). 
Deux conséquences directes . cette proposition : 
CoroLLAIRE 1. — Soit P(D) hypoelliptique d'ordre > 1. Il! 


existe un nombre s > 0 et une constante finie A’ tels le: pour : 
tout yeR"', on ait: | 


(1 + [yf < A’ (1 + |P(y))). 


En effet, si le degré de P(y) est > 1, il existe pe N’, p< 0, 
tel que Py) soit une constante mop nulle. 


DR OO 


CoROLLAIRE 2. — Soit P(D) hypoelliptique d'ordre > 1. 
Notons pour chaque j = 1, ..., n, m, l’ordre de P(D) par rapport | 
à x; Alors le coefficient de yj ji dans P(y) est une constante. 
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Raisonnons par l’absurde: supposons que 
P(y) == Q(y:, * sie Yn) ie vr Rly ) 


avec deg,, R(y) << m,—1 et deg Q(y,, ..., Yn) > > 1. Alors il 
existe pe N", p 0 et p, = 0, tel que Q soit une constante 
non nulle. Done P(y,, 0, .. ,0) et P: (yy; 0,,..555,.0) sont deux 
polynômes en y, de degré < m,, le second étant effectivement 
de degré M. On voit tout de suite que la condition (b) de la 
proposition 2. 1 ne peut être vérifiée. 

L’hypoellipticité est invariante par changement de variables 
linéaire dans R’, comme il est manifeste d'après la propo- 
sition 2.1: le raisonnement précédent appliqué à 


P{y) P(y;, Us ee es Yj-to Yo Yj+as + + a Yn) 


pour chaque 7 = 2, ...,n, achève d’établir le corollaire 2. 
Nous aurons besoin de la notion suivante due à Hôrmander : 


Deérinition 2. 1. — Soient P(D) et Q(D) deux polynômes 
différentiels sur R". wah oad: P(D) hypoelliptique. Nous dirons 
que P(D) est plus fort que Q(D)) ow bien que Q(D) est plus faible 
que P(D)) s’il existe une constante finie À telle qu’on ait, pour 


tout ye R': 
| Qui < AU + IP). 


St fe plus Q(D) est Loans et plus fort que P(D), nous 
dirons que P(D) et Q(D) sont équivalents. 
D’ après cette définition, l'énoncé suivant est évident : 


à PROPOSITION 2:2.1— Soient ‘deux opérateurs différeniielsv à 
coefficients constants P(D), Q(D). Supposons P(D). hypoellip- 
tique et Q(D) plus faible que P(D). Soit y, un point quelconque 
de R". Si X représente une indéterminée, le degré en X de Q( Xy) 
» est inférieur ou égal à celui de P(Xy),. | | 


> “ CorozLaire 1. — Sous les ee) de la proposition 2. 2, 
le degré par rapport à y{] = 1, ,n) de Q{y) est inférieur 
ou égal à celui de P(y). 


$ 2. Familles formellement py poelliptiques 


CSeit J un ensemble d’indices quelconques. Donnons-nous, 
pour chaque j ¢J, un polynôme différentiel P(D) sur R". 
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Dérinrrion 2. 2. — Nous dirons que la famille {P,(D)} (je J) 


est d’ordre borné s’il existe un entier m > 0 tel que, pour tout 


j « J, l’ordre de P{D) est < m. Nous dirons que la famille {P(D)i 


est d'ordre m si, pour tout ] € J, P,(D) est effectivement d'ordre m. 


Soit {P{(D)} (je J) une famille d’ordre borné; soit P(D) un — 


5 
; 
| 
! 
i 


opérateur quelconque de la famille. Il existe r opérateurs — 


P,(D) (k = 1,...,r < + ©) de la famille et (r + 1) fonctions | 


a,(j); ax(j) (k = 1, ...,r) ayant les propriétés suivantes : 
4° les opérateurs P(D), P;(D) (1 < k <r) sont linéairement 
indépendants. 


20 Pour tout jeJ, PD) = a,(j) P(D) gee a,(j) P,(D).— 
En effet, puisque la famille est d’ordre borné, les PD) « 


(je J) engendrent (avec C comme corps des scalaires) un espace 
vectoriel (de polynômes différentiels sur R*) de dimension 
finie. Il existe une base de cet espace extraite de la famille 
{P,(D)} et comprenant P(D). 


Dérinition 2.3, — Soit {P\(D)} (j¢J) une famille d'ordre : 
borné. Toute décomposition des P({D) du type ci-dessus sera » 
appelée une décomposition interne des PD). ‘i 

Dans la décomposition interne précédente, si P(D) corres- — 
pond à l’indice 7,, on aura nécessairement : a(j,) = 1, a,(j.) = 0 « 


pour k—1,...,r. 


Dérinirion 2. 4. — Nous dirons que la famille {P(D)}(j e J) _ 


est formellement hypoelliptique si, pour tout jeJ, P{D) est 


hypoelliptique et si, pour tout (i, j) eJ x J, P{D) et P{D) sont — 


équivalents. | 

Si la famille {P{D)} (j e J) est formellement hypoelliptique, 
tous les P(D) ont le même ordre m: la famille {P{D)} est 
d'ordre m. En particulier, elle est d’ordre borné. | 

Dans la suite, l’ensemble d’indices sera une variété diffé- 
rentiable que nous appellerons V; les indices seront les points 
de V, dont le point courant sera noté ». Au lieu d’écrire P,(D), 
nous écrirons P(», D); les coefficients (constants sur R*) de 
P(v, D) seront des fonctions de ». 


Dérinition 2.5. — Soit V une variété différentiable de 
classe q (0 <q < + ©). Soit {P(v, D)}(ve V) une famille de 
polynômes différentiels sur R" d'ordre borné. Nous dirons que 


nana 


I I 
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c’est une famille C? sur V si les aoeici4nis de P(v, D) sont des 
fonctions C1 sur V. 

Nous dirons toujours « famille continue » au lieu de « famille 
C° ». Nous aurions pu définir des familles analytiques, holo- 
morphes, etc. Par coefficients de P(D), nous entendons les 
composantes de P(D) relatives à la base de l’espace vectoriel 
de tous les polynémes différentiels sur R" constituée par les 
monômes de dérivation fant gd ye (pe N°). Si {P(v, D)} 

| dT dT, 
est une famille C’ sur V, les fonctions a,(v), a;(v) d’une 
décomposition interne quelconque des P(v, D) sont de classe 
C1 qur V. 

Nous allons maintenant étudier les familles formellement 
hypoelliptiques; l’énoncé suivant est fondamental : 


_ Proposition 2.3. — Soient V une variété de classe. C’, 
{P( (v, D)i(veV) une famille continue sur V, formellement 
hypoelliptique. bee tout ¥, e V et tout compact K de V, il existe 
deux constantes finies C,(v,, K), C;(s,, K) telles qu’on ait, pour 
tout yeR" et tout veK: - 


1+ |P(%, y) er (90 K )(4 ce |P( (9, y W< o(%, K )(A te IP(#, y)|). 


. Considérons une décomposition interne des P(y, D): 
P(e, D)= a(e)P (D) + y ax(s) P,(D) avec P,(D) = P(%, D). 
Ro ue | 


On a: a,(%) = 1 et a;(v,) = 0 pour tout k= 1, ...,r. Les 
P,(D) sont plus faibles que P,(D); il esiste donc À < + 
tel que Pity) )| < A(1 + [Po(y)]) pour tout yeR" et tout 
= 1, ,r. Soit U(#,) un voisinage ouvert de », dans V tel 


| 2 1 
que ale) | 23> LAC Sre pour tout ve U(»,) et tout 


-k—1,...,r (ceci est possible parce que les a,(v) sont continues) 
On a alors: 


A+ |P(o, y)|>a(6)[Paly)+4— 3 ante) [Paly)] 3 (1+ Pty 


soit, pour tout ye R" et tout 9 e U(*) : 
1 + [P(e y)| < 3(1 + |P(e, y)))- 
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, 
“hAppliquons d’abord ce résultät pour 9, parcourant le. 


| 


berdpedt K; on obtient un recouvrement de K_ par les 
ouverts Uo) dont on peut extraire un recouvrement fini 


! 


U(o,), «+, U(e,). On a dont, pour tout il. -.8, tout! 


ve U(v;) ét tout : ys R": 
bei" ey Ls [Pls y)|< 3(1 Hs |[P(y, y)|). 


unies à », la signification de point arbitraire de V; | 


puisque la famille {P(v, D)} est formellement hypoelliptique, 
il existe une constante finie : A telle sh on ait, tes tout 
ice |, ...,8 et tout ye R": b 


1 ci [P(#; WIS ACA ci |P(v:, y) |). 


En combinant les deux FRA systèmes d’ inégalités, on : 


obtient la 17 partie de l'inégalité de l’énoncé. 

Pour la deuxième partie, reprenons la décomposition interne 
des P(¢, D) introduite au début. Posons Brit) = pa SOB, la(s)l. 
On a: 
| PQ, Wi < AB(R) UE JPG y). 


oe tout se K et tout ye R”". teal! aussitôt le résultat. 


ge eg 


LeRrenE —— Salome une Rati ey Vv de prets C2, | 
{P(, D)} (ve V) une famille formellement hypoelliptique, Ce | 


sur V. Pour tout compact K de V et tout opérateur différentiel 


D, sur V, d'ordre <q, il exisle ‘une constante finie C(K, D,) ! 


telle qu’on ait, pour tout ve K et tout ye R": 
PE YS < C(K, D.) ) (4 + [P(e y). 


Prenons en effet. une décomposition interne quelconque des 


P(v, D): 
P(e, D) = - Sale ) P4D) 
et posons B(K, D,) = sup re D. a(v)l. On a évidemment : 
|D,P(¢, y) )| < B(K, D,) ) 3 PA )|. sd 


Mais d’ après la proposition 2. 3, il existe C,(K) 0<j<r) 
finie telle qu’on ait: | xis F108 


BG) < CK) (4 + |P(», y) 
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pour tout se K, tout ye R” et tout 7 = 0, 1, ...,:7, d’où le 
corollaire. . 


CoroLLAIRE 2. — Mémes hypothèses que dans le corollaire 1. 
Il existe un nombre s > 0 tel que, pour tout opérateur différentiel 
D, sur V d'ordre < q et tout compact K de V, il existe une cons- 
tante finie C(K, D,) telle que, pour tout v e K, tout peN",pÆ0, 
et tout ye R’, on ait: 


(1 + lyP)*? [D,P(», y)| < C(K, D.) (1 + [P(, y))). 


Soit P(v, D) = 2,4 aj(s)P(D) une décomposition interne 


quelconque de P(y, D). D’après la proposition 2. 1, il existe 
DR era ey ae ees peN’, p#0, tout 
yeR" et tout 7 = 0, 1, 


(t+ pee PP) )}< A(L + [P{y)) 


* Posons maintenant B(K, D,) = Rup AUP. |D,a,(¢)|. On a évi- 
demment : 


(1 HI) DP”, | < ABUK, D) ¥ (1+ Pion) 


“pour tout ye R’, tout ve K et tout pe a p 0. On conclut 
comme pour le ogists im 


CRE 3. — Soient V une variété C°, {P(v, D)i(ve V) 
une famille formellement hypoelliptique sur V, continue, d’ ordre 
> 1. Il existe un nombre s > 0 tel qu’il existe, pour tout compact 
K de V, une constante finie A(K) telle qu'on ait, pour tout 

veK et tout ye R': 


(1 + by) < A(K) (1 + [P(», y)}). 


Prenons un point ¥,¢V quelconque; il existe s > 0 et 


A< + co tels que | 
| (1 + [yP)"® < AT + PP y))) 


pour tout y e R"; ceci résulte du corollaire de la 1 proposition 
2,1. Le corollaire 3 résulte alors de la première inégalité de 
la proposition 2. 3. 


| 
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Dérinrrion 2. 6: — Soient M, H deux nombres > 0 finis. 
Nous désignerons par h(M, H,y) la fonction sur R" définie 
ainsi: | | 
Osiy +: + yn > M; | 
h(M, Ts y | 

Cette définition, et la construction qui va suivre, sont direc- 
tement inspirées de Hormander ([1], p. 223 et 224). 


Proposition 2.4. — Soient une variété V de classe C°, 
{P(», D)}(v © V) une famille formellement hypoelliptique, continue - 
sur N, d'ordre > 1. Pour tout compact K de V, il existe deux 
constantes positives finies M, H telles qu’on ait, pour tout ve K : 
et tout ye R": wi 


|P(¥; y + th(M, H; y), yas «++» Yn)| > 1. 


Pour obtenir une borne inférieure de H, appliquons le 
corollaire 3 de la proposition 2. 3: il existe M, < + tel que « 
si ve K et (y > M, [P(», y)| > 1. | 

Pour obtenir une borne inférieure de M, remarquons que » 
tous les P(v, y) (ve V) ont même degré m, > 1 par rapport 
à y, (corollaire 1 de la proposition 2. 2) et que le coefficient 
de y} dans P(», y) est une fonction continue dans V, ne s’annu- 
lant jamais, donc uniformément minorée en valeur absolue 
sur K. SiveK et si yi + ... + y, < ME, les racines du poly- 
nôme en Z, P(v, Zi, ys, ...,y,) restent dans un compact 
(dépendant de M et de K) du plan complexe. Il existe 
Hy < + © tel que si [z|> Hy, pour ces » et ces ys, ..., Yrs 
[P(¥, Z1, Yay «++ Yn)| > 1. En prenant H, > M, on vérifie sans 
peine que h(M, H; y) satisfait pour tous H>H,, M>M,,; 
aux conditions de l’énoncé. 

Dans les corollaires qui suivent, h(M, H; y) désignera la 
fonction qui vient d’être construite (relativement à un compact 


K donné arbitrairement dans V); S(h) désignera le support — 
de cette fonction. | 


ét htm ttes 


COROLLAIRE 1. — Mémes hypothèses que dans la proposition 
2. 4. Pour tout », e V, il existe une constante finie A(¢,) telle que, 


pour tout v « K ettouty « ['S(h), on ait: |P(¢», y)|<A(v)|P(+5y) 
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On applique les propositions 2.3 et 2.4, compte tenu de 


ce que, si ye [ S(h), P(v, y) = Ps, vi + ih(M, H; y), Ya: ys) 
et donc |P(», y)| > 1. 


CoROLLAIRE 2. — Mémes hypothèses que dans la proposi- 
tion 2. 4. Il existe un nombre s > 0, indépendant du compact K, 
et une constante finie A tels qu’on ait, pour tout ve K et tout 
ye [ S(h) : ay 

(1+ |yl)'" < AlP(», y)|: 


On applique la proposition 2. 4 et le corollaire 3 de la pro- 
position 2. 3. La constante A de l’énoncé dépend du compact K. 


+ CoROLLAIRE 3. — On suppose que la variété V est de classe C2 
et que la famille {P(», D)}(» eV) est C? sur V; par ailleurs, on 
fait les mêmes hypothèses que dans la proposition 2. 4. Pour 
tout opérateur différentiel D, sur V, d'ordre < q, il existe une 
constante finie C(D,) telle qu'on ait, pour tout se K et tout 
ye [ S(h) : 
|D.P(», y)| < C(D.) Ps, y)]. 

Résulte de la proposition 2. 4 et du corollaire 1 de la pro- 
position 2.3. La constante C(D,) dépend de K. 

CoroLLAIRE 4. — Mémes hypothèses que dans le corollaire 3. 
Il existe un nombre s > 0, indépendant du compact K, tel que, 
pour tout opérateur différentiel D, sur V, d'ordre < q, il existe 
une constante finie C(D,) telle qu'on ait, pour tout veK, tout 


peN’, p#0, et tout ye [ S() : 
(1 + |yP)*? [D.P® (9, y)] < C(D,) [Py y)|. 
Résulte de la proposition 2. 4 et du corollaire 2 de la pro- 
position 2. 3. La constante C(D,) dépend de K. — 


Nous avons maintenant tout en main pour démontrer le 
théorème principal de ce chapitre. 


$ 3. Le théorème principal. 
_ Tuéorème 2.1. — Soient une variété indéfiniment diffé- 


rentiable V, {P(v, D)} une famille formellement hypoelliptique, 
d'ordre m > 1, C® sur V. Il existe deux nombres © 0 s, d tels 
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| 
qu’il existe une application indé finiment différentiable » + Ex, 9) 
de V dans Aj;/ telle qu’on ait, pour tout 9 © V, P(s, D)E(a, 9) = 05. — 


z 


é 
. 


Principe de la démonstration. 

Etant donné un ouvert relativement compact U quelconque 
de V, nous allons construire, pour tout se U, une solution | 
élémentaire Ey(x, 9) de P(»,D), sous forme d'une somme 
Fu(x, ¢) + Gu(x, ?) où Fu(x, ») sera une fonction analytiquew 
de x, prolongeable aux valeurs complexes des variables 
21, .--,%, en une fonction analytique entière de type expo- 
nentiel; de plus, Fu(x, #) sera une fonction indéfiniment diffé- 
rentiable de » dans U à valeurs dans 6,. Quant à Gu(x, #), ce 
sera, pour deux nombres s, d > 0 convenablement choisis, * 
une fonction indéfiniment différentiable de » dans U à valeurs « 
dans A‘. | | | 

Ceci aura prouvé le théorème 2. 1 pour U à la place de V.« 
A partir de là, il suffira de se donner un recouvrement locale- — 
ment fini de V par des ouverts U, (1e J) relativement compacts, — 
et une partition de l’unité {;} (1 e J) dans D(V), subordonnée « 
à ce recouvrement, et de poser: 


E(x, ¢) = Y.ai(r) Bu, (a, 9); 


ied. 

E(x, ») remplira manifestement les conditions de l’énoncé. 
- Notations. — | | 
Nous noterons K l’adhérence de l’ouvert relativement 
compact U. La proposition 2. 4 attache à la famille {P(», D)} _ 
et au compact K une fonction h(M, H; y) dont nous appelle- 
rons S(h) le support (compact); nous appellerons h le vecteur 
(A(M, H; y), 0, ...,0) de R". L'image de S(h) par l’applica- 
tion y > y + th est un compact de C’; nous le noterons L(h) : 


précisément, c’est l’ensemble des zeC" qui vérifient les 
conditions : | 


a+... +2a< M3, |z,/+H, Imz >0 (déf. 2. 6). 

A part cela, nous écrirons plutôt E(x, »), F(a, 9), G(x, ») à 
la place respectivement de Eu(x, »), Fu(x; 9), Gu(x, ¢). 

Enfin, m désignera l’ordre des opérateurs P(v, D) et s le 


plus petit des nombres ainsi notés dans les corollaires 2 et 3 


de la proposition 2.3, et attachés par ces corollaires à la 
famille fP(#, D)}. 
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1° Construction de F(x, +). 
pps F(z, ») (pour » e U) la fonction sur Lh) égale a 
Pie, 2): en vertu de la proposition 2. 4, IF (z, #)] < 1 pour tout 
ve K et tout ze L(h). Posons: 


INCAE JFG, v) exp (217 (x, z)) dz 


(dz est la mesure image par y — y + ih de la mesure dy sur 
S(h)). On voit immédiatement que F(z, 9) est une fonction 
indéfiniment différentiable de » dans U à valeurs dans Li) 
(espace L” pour dz). De ce que L(h) est compact résulte que 
F(a, #) est une fonction analytique de x, prolongeable aux 
valeurs complexes de x,,...,æ, en une fonction entière de 
type exponentiel, et » > F(a, vs) est une fonction indéfiniment 
différentiable de » dans U, à valeurs dans &,; il en résulte, en 
particulier, que, quel que soit le polynôme différentiel Q(D ) 
sur R” et les nombres réels o, +, ¢ > Q(D) F(a, #) est une fonc- 
tion indéfiniment différenitiable devdans U à valeurs dans AS:T. 
Ceci dit, sige 9,, ona: 


vad a Vas 
[Fee ot g(— x) d hort 9)8(2 à = Le dy: 
Si (pour ve U fixé), o(x) = P(v, D)}(a), Ÿ e9,, on aura : 
JF, ALL «) dx = re Ÿ(2) dz vi hae dy) dy, 


la derniére égalité provenant du fait que L(h) et S(h) sont 


homotopes dans C” et compacts et que Ÿ(z) ) est une fonction 
entière. Enfin, comme ¢(— x) = P(v, — D) ) (Y — x)) et que 
le transposé de: P(v, — D) est P(v, D), on voit que: 


(2: 1) [IPC D) Fla, 0)] U2) de = fans by) dy. 


20 Construction de G(x, 9). 
Rappelons Gy, ») (ee U) la fonction sur R” égale à 0 pour 


2 ih 
yeS(h) eta 
montre que (1 + |yP)® Gy, +) est, pour tout se U, une 
fonction bornée sur R". Si donc G(a, ») désigne la transformée 


ailleurs. Le corollaire 2 de la proposition 2. 4 


| 
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: 
de Fourier réciproque de G(y, »), on voit que G(z, ¢) <A‘ 
pour tout pe U. Si pe: 


| (G(x, v), Y (—z2) y= fox &( (y, ¥ $(y) dy, | 
et si 9 = P(», D), avec Pe 9, : 
(2.2) (G(s, #), ¢(—2)) = P(e, D) G(x, »), b—2)) 
a Jes» Ÿ Y(y) ay. 


Jl nous faut maintenant étudier G(x, »). Pour obtenir un 
peu plus que le théorème 2.1, nous allons faire intervenir 
un polynôme différentiel Q(D) sur R” qui possède la propriété 
suivante : 

(W) Il existe ve V, un nombre a >0, un nombre r > 0 
tel qu'on ait, pour tout ye R": 


(1+ ly)? Qy)| < ACL + [Pees y), 
(1+ pe) |Q™Ly)]| < A(L + [P(e ¥))) 


pour tout peN", p0, A étant une constante positive finie, 
indépendante de p et de y. 

Il découle du corollaire 1 de la proposition 2. 4 que (W) est 
équivalente à : 

(W’) Il existe un nombre a >0, un nombre r >0 et, pour. 
chaque compact H de V, une conetanta A(H),0< A(H) < + ©, | 
tels que, pour tout ye f sca) et tout ve H | 


"(4+ ly)?” |Q(y)| < A(H) |P(e, y)l, 
(LH [yP)"” |Q?(y)| < A(H) |P(e, y)| 


pour tout pe N", p+ 0. 


a 


REMARQUE. — Supposons que Q(y) = 1; alors Q(D) vérifie 
(W) où l’on peut choisir a—s et pour r, n’importe quel 
nombre > 0. Si Q(D) = P(#, D) (# € V), Q(D) vérifie aussi 
(W) et l’on peut prendre a = 0 et r —s. 

Ceci dit, soit p e N" arbitraire, D, un opérateur différentiel | 
quelconque sur V, dont l’ordre sera noté w. La transformée 
de Fourier de 2’D,[Q(D) G(a, »)] est D?D,[Q(y) G(y, »)] (D? 
opérant au sens des distributions). D’après la définition de 
Gy, ¥), D,[Q(y) Gry, #)] est une fonction indéfiniment diffé- 
rentiable de y dans [ Sia) et nulle dans S(h). Par conséquent, 
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D5D.[Q(y) G(y, »)] est la somme d’une distribution f(y; ») 
portée par la frontière S(h) de S(h) et de la fonction &(y, ©) 
nulle sur S(h) et le, S + D? Q(y) , 

( ) et égale, pour ye [ (h), à DD. Bi = 

Comme S(h) est compacte, la transformée de Fourier réci- 
proque de f(y, ») est une fonction analytique f(x, ») de x; 
on vérifierait sans peine que »—>f(z, #) est une appli- 
cation continue de U dans &,. 

Pour ye [ S(a) (et veU), gy, ») est de la forme 
R(v, y)/[P(, y)]Pl*®+t, où R(v, y) est une somme (finie) de 
termes de la forme : 

(2.3) (D'Q(Y)]IDE D.) P(e, y)] «+. [DD P(e, y)]- 

Les (D,);(1<j<k) sont des opérateurs différentiels sur V, 
dont la somme des ordres est égale à w; g;e N'(0 <j < k) et 
Db+Fh+:+h=p;k=|p+v. Remarquons que, du fait 
que deg Plo, y) = m (et done deg Q <m), tous les |q|(O<j]<k) 
sont < m. 

Appelons 7(h) la fonction, définie et à valeurs dans N, égale 
à 0 sih=0 et à [4 — + 1 si h > 1. Je dis que le nombre 
d'indices 7 = 1, ..., k pour lesquels q;0 est au moins égal à 
i(|Pp—%l). En effet, supposons que ce nombre soit < 1(|p—%o|)—1. 
Cela signifierait que |g, + --: + ul < m(i(|p —qo|)) —m. Mais 
d’après la définition, m(i(h) —1) <A—4, donc |q +--+ + qx 
devrait être <|p— Len 1, contrairement au fait que 


Me ie aie Lie 


Appliquons oe le corollaire 4 de la proposition 2. 4: 
il existe une constante finie B telle que, pour tout » e K(= U), 
tout ye [ S(a), et tout 7 = 1,...,k pour lequel g; 0, on 


ait : 
| IDD), P(r, y) < BC + |yP)*" P(r, y). 
Supposons d’abord q, = 0. Tenons compte de (W’), de l’iné- 
galité précédente, et du corollaire 3 de la proposition 2.4 
appliqué aux (D,);P(», y) d’indices j (1 <j < k) pour lesquels 
qj = 0. Nous obtenons: pour tout ve K, et tout ye [ S(k), 
le terme (2. 3) est majoré, en valeur absolue, par: 


CL y) 


[PE yl+  (C<@). 
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Supposons maintenant g ~ 0, et d’abord p = q. Appliquons ; 


mike À 2 ne 


Je 


W’) et le corollaire 3 de la proposition 2. 4, cette fois pour 


tous les (D,),P(», y) (1 < 7 Lk). Le terme (2. 3) est majoré, 


en valeur absolue, quels que soient » e K et ye [ S(R), par: 


C(t + y)" [P(e, yt! (C < oo). 


Remarquons que (g] << m, donc Bix 1 dans ce cas. La 


quantité précédente peut étre majorée par 


a à + k+1 
[P(e, y)| +". 


CA + yt)? 


Supposons enfin q, + 0 et |p| > [gl + 1; il en résulte que | 
U|Pp—%l)>|pl/m et donc que le terme (2. 3) est majoré, en valeur : 


absolue, pour les mêmes # et y que précédemment, par: 


* Sieh & 
CL + [y?) > ™ *|P(e, y) 


En prenant la réunion des trois possibilités ci-dessus, en « 


tenant compte (pour la première) de ce que 1(|p)) > on 


voit qu’il existe une constante finie B > 0 telle que, pour tout — 


geU et tout yeR’, on ait: 


Wy —Finta,r—s,r)— 5 EL 
18(y, »)| < B(L + ly?) 7 

Ceci implique que la transformée de Fourier réciproque 
g(x, v) de g(y,) appartient à Ai™@r—s”-lPlsim” (et reste 
bornée dans cet espace lorsque ¢ parcourt U). Comme 


æD,[Q(D) G(x, ¢)] = fle, ¢) + g(2, +) 


et que p € N* et D, sont arbitraires, ceci prouve que Q(D) G(x, ») 
est une fonction C* de », dans U, à valeurs dans (Ai{(#"—#"s/m) 


3° La solution élémentaire. 


_ Posons donc, pour v e U, E(a, ») = F(a, y) + G(x, »). 


Tout d’abord, en vertu des formules (2. 1) et (2. 2), si Ve De: 


< P(r, D) E(a, »), Y— x) > = fy) dy = 40), 


ce qui signifie que P(», D) E(x, 9) = + pour tout ve U. 


xz 
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D’autre part, si Q(D) est un polynôme différentiel vérifiant 
(W) (avec la signification de a et de r qui s’ y trouve), alors 
Q(D) E(a, ») est une fonction C* de » dans U, à valeurs dins 
(AI rs, PTT cy 

Pour obtenir le théorème 2. 1, on choisit Q(D = = 1 et, par 
exemple, r= 2s; a est pris égal à s; ceci donne inf (a, r—s, r)=s. 
On constate que le nombre d del Pénoncé peut étre pris égal 
a s/m. Signalons cependant que, dans de nombreux cas, par 
na celui des opérateurs elliptiques ou paraboliqies; on 
peut améliorer cette estimation de d. Pour les elliptiques, 
par exemple, on peut prendre d = 1. 

Lorsque Q(D) n’est plus forcément égal à 4, on obtient: les 
245 suivantes (dont la dernière partie nous sera nécessaire 
au chapitre m1): 


Scuorie. — Soit un polynôme différentiel Q(D) sur R” tel 
qu’il existe sv, e V, un nombre a > 0, un nombre r > 0 et une 
constante positive ‘Ania A tels oe on ait, pour tout y e R” et tout 


peN’, p#0: 


(1 + |yP)*? |Q(y)|< Ny AE |P(%o )|), 
(1 + |yP)"? |Q?(y)| < ACL + |P(%, y)])- 


Soit, pour chaque ve V, E(x, ¥) la solution élémentaire de 
P(y, D) construite dans la preuve du théorème 2.1. Alors 
Q(D) Ex, ») est une fonction C* de » dans V, à valeurs dans 
mo ors 8 jm we | 7 
En eerie st Q(D) = P(#, D), les conditions précédentes 
sont satisfaites pour a = 0,r = s. Ainsi P(¥», D) E(x, v) est une 
fonction C” de v, dans V, à valeurs dans (Aj;,"!")z. 


Zz § 4. Le probléme de la réciproque du théoréme principal. 


Soient une variété V indéfiniment différentiable et une 
famille {P(v, D)} d’opérateurs différentiels à coefficients cons- 
tants sur R", d’ordre borné et C* sur V. Supposons que, pour 
chaque yeV, il existe une solution élémentaire E(x, ») de 
P(v, D) telle que, lorsque v varie, ce soit une fonction indéfini- 
ment différentiable de » à valeurs dans un certain espace A; 
avec d>0. A condition de supposer V connexe, on peut légi- 

3 
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timement ‘se demander si alors la famille {P(v, D)} n’est pas 


nécessairement formellement hypoelliptique. 


. La fin de ce chapitre sera presque entièrement consacrée » 
à apporter une réponse aussi complète que possible à cette 


question. | 
Dans le présent paragraphe, nous commencerons par exhiber 
un contre-exemple simple, lequel montrera que, sans hypo- 


thèses supplémentaires, la réponse est négative. Ce contre-! 


exemple suggèrera la nature de l'hypothèse à faire. Le para- 
graphe suivant sera entièrement consacré à la formulation 
précise de cette hypothèse, et à montrer qu’elle équivaut à la 
possibilité d’écrire les P(v, D) sous une forme remarquable. 
Le paragraphe final contiendra la preuve que, sous cette 
hypothèse (qui concerne la dépendance par rapport à » des 
P(v, D)), la réponse à notre question initiale est positive. 


: Nous terminerons ce § 4 en établissant deux critères qui 


permettent de décider si un opérateur P(D) est plus fort 
(définition 1.2) qu’un autre opérateur Q(D). Nous aurons 
besoin des deux pour la preuve du théorème final. 


4. Le contre-exemple. 


Nous prendrons, comme variété V (avec bord !), l’intervalle : 


fermé (0,1) muni de sa structure différentiable usuelle. Nous 


noterons x ou y la variable dans R! (suivant que nous serons — 


‘côté objet ou côté image pour la transformation de Fourier). 
Le contre-exemple sera fourni par: | 


bid coy “a eth dia 1574 RE es 
: P ZE \—= p=tft Ss CE EP I ’ 
(« ih) i abatvda®  Qeakdnatoe 


opérateur différentiel auquel se trouve associé le polynôme : 


P(t, y) = e—‘ l'y? + iy + 1. Pour chaque te (0, 1), la trans- 
formée de Fourier réciproque E(z, t) de Pu, y) est une solu- 
» y 


mir. je, 9 ARE (ad JEU 
tion élémentaire de P/ FA ES lorsque t varie, il est visible que 


dx 
‘c’est une fonction continue de t à valeurs dans A1. Notre propos 
est de prouver que c’est une fonction indéfiniment dérivable 
de t dans (0, 1) (bord compris) à valeurs dans A‘/*!, Pour 
cela, nous nous appuierons ‘essentiellement sur le fait que 


e~*" a un zéro d’ordre infini en t = 0; et l'hypothèse qui sera 


f 
; 


——— ei 
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formulée au § 5 aura précisément pour but d’éviter ce genre 
d’accidents. 

Soient m et p deux entiers > 0 quelconques. La transformée 

d” dy gid 
de Fourier de (— dina)? 7 E(a, t) est dy? dt" P(t, y) PG, 7 Notons 
P'(t, y) la dérivée première de P(t, y) par rapport à y. En tenant 
compte de ce que la dérivée seconde de P(t, y) par rapport 
à y est 2e ‘l', c’est-à-dire est une fonction indéfiniment déri- 
vable de ¢ sur (0, 1), on voit qu’il existe m + 1 polynômes 
Q,(X) à une variable (q = 0, 1, ..., m) et des fonctions B,,,, ,.(£) 
indéfiniment dérivables de ¢ sur (0,1), tels qu’on puisse 
écrire : 
od yaqit 
F0 aybae Pl, y) 


m 4 ey FA : ju ir" ; k 
oi Ar) Les Pu, pr DBars(#) [PE y)]7 
70 r=0 ) Sp 


ou la sommation par rapport a s, porte sur un certain ensemble 
d’entiers < p —r. De plus, si m= 0, hg sii sim; 


Q,(X) = 0. Ceci implique que les a(4 Je 4!" sont, pour tout 


q=0, 1, ..., m, des fonctions continues de ¢ sur (0, 1). Si l’on 
se rappelle que |P(¢, y)| >4 pour tout y réel et tout te (0, 1), 
on tire de cela deux conclusions : 
“4° Pour tout y réel fixé, le premier membre de l’égalité 
(2. 4) est une fonction continue de ¢ sur l'intervalle fermé (0, 1). 
20 Il existe une constante finie M(p, m) telle que, pour tout 
y réel, |y| < 1, et tout O<t<1, 


dp dm 4 | 
Se EM (yt tt), 
cals (ps) 


(2. 5) ip dr PU 


Supposons maintenant |y| > 1. On a, quel sy soit ¢, 
O<t<A, et quel que soit [yl >4, PG WI < ÉTIPC y 


En appliquant la formule (2.4) pour m= 0, on voit que, 
pour ces mêmes { et y, on a: 


d? ove 


A(p) A ihe 
dy? P(t, pom y |P(e, Ce Phraie TD 


| (2. 6) 


36 FRANCOIS TREVES 


D'autre part, quels que soient y réel et te (0, 1), on a | 
ely? <|P(t, y). On déduit alors de (2. 4) qu’il existe,’ st — 
m > 1, un entier p(m) et une constante finie A(p, m) tels qu'on . 


ait, pour tout y réel, |y| > 1, et tout ¢ > 0: 


LE AE sb 0 D 1 c'e, 
2.2) der SAP ME BG ul 


Je dis que, quel que soit l’entier 4 > 0, il existe une cons- © 


tante finie B(u) telle que, pour tout 0 << t <1 et tout y réel, 
ly| > 1, on ait: 2} 


(2. 8) e—*l'y? <B(w) #]P(£, y)P?. 


Raisonnons par l’absurde, c’est-à-dire supposons que, pour 
, ? r 


tout entier k, il existe y, réel, |y,| > 1, et t,e (0, 1), tels que © 


e—*"y? > ktt |P(t,, yx) 2. On peut supposer que les t, conver- 


gent vers 0, car si on avait t, >c > 0 pour tout k, cette iné- « 


galité impliquerait |P(é,, y,)| > kc*|P(t,, yx)|*'*, done 
1S ket |P(&, ys)|t!* > het, 


ce qui est absurde. Tenons alors d’abord compte du fait que — 
|P(t, y)| > |y| (quels que soient y et t). On en déduit, pour © 


tout k: 
gif? > ktke'lx. 


Tenons maintenant compte de ce que |P(t, y)| > e-1/t y 
(pour tous y et t). On en déduit, pour tout k: 


nee 
1 > ktte *ly,|. 


Or, pour k assez grand (et donc ¢, assez petit), ces deux inéga- 
lités sont incompatibles. } 

En tenant compte de (2. 8) dans l'inégalité (2. 7), on voit 
qu'il existe une constante A’(p, m) finie, telle que, pour tout 
t> 0 et tout y réel, |y| > 1, 


(2.9), PE WE apr AP me 


Mais d’après la continuité du 17 membre par rapport à ¢, 
sur (0, 1), lorsqu’on fixe y, cette inégalité reste vraie pour tout 
te (0,1). D’autre part, en tenant compte de (2.6), moyennant 
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éventuellement un nouveau choix de A’(m, p), on voit qu’elle 
est vraie aussi lorsque m = (0. Enfin, en tenant compte de 
(2.5), et du fait que si (y| <4, [P(4, a < 3 (quel que soit £, 
0 <t< 1), on voit qu'on peut choisir A’(m, p) de sorte que 
(2. 9) soit vraie aussi pour tout |y|< 1, autrement dit on peut 
faire ce choix de sorte que (2.9) soit vraie pour tout y réel 
et tout te (0, 1). Comme enfin |P(t, y)P/2 > (1 + y?)!"4, ceci 
prouve exactement que E(z, t) est une fonction indéfiniment 
dérivable de ¢ sur (0, 1) à valeurs dans A!/?1, 


2. Les critéres de comparaison de deux polynémes différentiels. 


Lemme 2. 1. — Soient P(D), Q(D) deux polynômes diffé: 
rentiels sur R". On suppose P(D) hypoelliptique et. qu’il existe 
un ouvert {2 non vide de R" ayant la propriété suivante : il existe 
une constante finie M telle que, pour toute 9 e D(Q), on ait: 
IQ(D)lhe < MIP(D)glhx. Alors Q(D) est plus faible que P(D). 

Résulte immédiatement du théorème 2. 2 et du lemme 3, 5 
de Hôrmander [1]. 

_ Pour le deuxième critère de comparaison, nous nous appuie- 
rons encore sur un résultat d’Hormander ([2], théorème 3. 2), 
dont voici l’énoncé : 

Soient P(D), Q(D) deux polynômes différentiels sur R’; 
P(D) est hypoelliptique. L'ensemble des nombres positifs q 
possédant la propriété suivante : il existe une constante finie 
C, telle que, pour tout yeR", [Q(y) <C,(1 + P(y)}, cet 
ensemble n’est pas vide et possède un élément Le (pour 
l’ordre naturel. sur l’ensemble des nombres positifs). 

Nous pouvons alors énoncer notre deuxième critère : 


Lemme phy a Saen P(D), Q(D). deux polynômes af 
rentiels sur R". On suppose que P(D) est hypoelliptique et qu’il 
existe deux suites strictement croissantes d’entiers positifs 
LR CE k = 1, 2, ...) avec les propriétés suivantes: pour 
tout k, Q(D)" est ria faible que P(D)” et, lorsque k — + .0, 
ime tend vers 1. Dans ces conditions, Q(D) est plus faible 
que P(D). 

En ‘effet, nos conditions impliquent que, pour tout € > 0, 
il existe une constante finie C. telle que, pour tout yeR* 


QUI CL + IP(y) 1} +. 
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$ 5. Familles de type analytique. 


Dans tout ce paragraphe, V sera supposée connexe. Comme 
de coutume, 6, est l’espace des fonctions indéfiniment diffé- 
rentiables sur V (à valeurs complexes). 


DériniTion 2. 7. — Un sous-espace vectoriel de 6, sera dit 


de type analytique si toute fonction appartenant à ce sous-espace 
et admettant un zéro d’ordre infini en un point de V est identique- 
ment nulle sur V. 

Si V est analytique réelle, tout espace de fonctions analy- 
tiques où quasi-analytiques sur V est de type analytique. 
Mais il faut insister sur le fait suivant: la définition 2.7 ne 
concerne pas seulement les éléments d’un espace de type ana- 
lytique pris individuellement, mais aussi le fait, pour ceux-ci 
d’appartenir simultanément au dit espace. Plus précisément, 


deux fonctions de &, peuvent appartenir séparément à deux … 


espaces de type analytique différents, sans qu’il existe d'espace 
de type analytique qui les contienne toutes les deux. Par 
exemple, le sous-espace vectoriel à une dimension de 6, engen- 
dré par la fonction 1 + exp (— 1/2) (ici V est la droite réelle) 
est de type analytique, de même, évidemment, que celui 
engendré par la fonction 1. Mais tout espace vectoriel conte- 
nant à la fois 1 et 1 + exp (— 1/2) contient aussi la fonction 
exp (—1/%) donc n’est en aucun cas de type analytique. Cet 
exemple montre aussi que les éléments d’un espace de type 
analytique peuvent n’avoir aucune propriété d’analyticité ou 
de quasi-analyticité. Mais, dans l’espace de type analytique 
dans lequel on les considère, la donnée de toutes leurs dérivées 
en un point quelconque les détermine complétement; c’est 
sur ce fait que nous allons nous appuyer. 


Dérrnition 2. 8. — Soient un espace vectoriel de dimension 
finie E et une fonction F(e (#) définie sur V, à valeurs dans E. 


Nous dirons que f (#) est de type analytique sur V si, lorsque € 


parcourt le dual de E, l’ensemble des fonctions scalaires Ff (¢), e) 
constitue un espace de type analytique. | 


Nous dirons que Î (+) est de type analytique en un point +, 
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de V s’il existe un voisinage ouvert de ce point sur lequel f(e ( ) 
soit de type analytique. | 


Dire que F(e (v) est de type matin équivaut à dire, mani- 


festement, que les composantes de fle v) par rapport à une base 
quelconque de E engendrent un espace de type analytique. 
Remarquons qu’une fonction scalaire de type analytique est 
tout simplement une fonction indéfiniment différentiable sans 
zéro d’ordre infini (a moins que ce ne soit la fonction 0!). 

Nous pouvons maintenant parler de familles d’opérateurs 
différentiels sur R” à coefficients constants, de type analytique 
sur V, pourvu qu’il s’agisse de familles d’ordre borné, Ce sera 
précisément là notre hypothèse : 

(TA) {P(», D)} est une famille d'ordre borné et de type ana- 


 lytique sur V. 


— SS 


Toute la suite de la démonstration va montrer l’intérét 
de cette condition. 


Lemme 2.3. — Soient r suites Bj = (bj u) (j = 1, ...,r; 
um = 0, 1, ...) de nombres complexes, linéairement indépendantes 
sur C. On peut trouver r entiers > 0 1, ..., u, tels que la matrice 
(b; vw) (4,7 = 1, ..., 17) soit inversible. | 


Nous raisonnerons par récurrence sur r, le résultat étant 
trivial iy eee r = 1. Supposons-le vrai pour r — 1. Comme les 


suites 6,(41 <I< r — 1) sont linéairement a aay il 
existe une matrice (r — 1) x (r — 1) (bj,u,) foppas teas. er À 
inversible, Considérons alors la matrice : | 
b, Pa eee + bu, " b, , 
ese : | : : : 
$ aus 5 e%e 2S aie ver, 
b, w Ts Ur y rik / 
où k peut prendre toutes les. valeurs entières > 0. Si dét 


B, = 0, c’est qu’il existe une combinaison pre non tri- 
viale des lignes qui est nulle; dans cette combinaison linéaire, 
le coefficient de la dernière ligne ne peut être nul, sinon il 
existerait une combinaison linéaire non triviale des r — 
premières De nulle, contrairement au fait que la matrice 
(bju) (7 = 1,...,r—1) est inversible, Autrement dit, si 


dét B, = 0, il Histo r— 1 nombres complexes c/ non tous: 
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nuls tels que b, u, = D cjb;u, pour tout 1 1, ...,r (avec 
j=! 


u, = k). Mais il existe certainement au moins deux entiers 
k et k’ tels que les systèmes (cj) et (cj) soient distincts, sinon 
cela voudrait dire que la suite B, est combinaison linéaire des 
suites 6, (1 <j<r—1), contrairement à l'hypothèse. Si 
donc on avait dét B, = dét B, = 0, on devrait avoir notam- 
ment pour tout) t= 14%," 1 


r—1 


r—1 
b,. pj = > ci b, 2; = À ci, bj. p-;° 


= 


Mais le fait que la matrice (b,,) (t,/=1, ...,r—1) soit 
inversible exige c/ = cj/ pour tout 7=1,...,7—1. Par 
conséquent, on ne peut avoir dét B, = 0 et dét B, = 0. 


C.Q.F.D. 


Lemme 2. 4. — Supposons V connexe. Soient E un espace 
vectoriel de dimension finie et f(e) une fonction définie dans V, à 
valeurs dans E. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) f() est de type analytique sur V. Peas 

b) Pour tout point #, € V, il existe une famille finie d'opérateurs « 
différentiels (D,); opérant au voisinage de v, et une famille finie de — 
fonctions av) e 6, (j = 1, ...,r) tels qu’on ait, pour tout ve V: 


Fe) = 3 a LD) (60) 


De plus, si Von choisit les (D,); de manière à ce que les vecteurs 
[(D,) F1) soient linéairement indépendants et que les fonctions 
a) soient linéairement indépendantes, le nombre r est indépen- 
dant du point », (et évidemment, il existe un espace de type 
analytique qui contient toutes les a). 


Supposons Î (v) de type analytique sur V. Il existe x vecteurs 
ex, -..,e, de E et x fonctions b(v), ..., b,(v) de 8, tels que ‘ : 


fe = 3 bees 


et il existe un espace de type analytique qui contient toutes 
les bj(e); on peut évidemment s’arranger pour que les vec- 
teurs e; et, d’autre part, les fonctions b;, soient linéairement 
indépendants; dans ce cas, l’entier uw prend sa valeur mini- 
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mum,:que nous noterons r. Soit #, arbitraire dans V; donnons- 
nous. un système de coordonnées locales au voisinage de %, 
cé qui. nous permet de manipuler les monômes de dérivation 
Di par rapport à ces coordonnées (p parcourt un certain 
espace N’, que. nous ordonnerons totalement d’une façon 
arbitraire). Appelons f; la suite (D[b,(%))) (p e N’) pour chaque 
bee lldisi re Puisque les fonctions b; sont linéairement indé- 
péndantes dans un même espace de wpe analytique, les suites 
B; doivent être linéairement indépendantes. Nous pouvons 
appliquer le lemme 2. 3: il existe r indices p,, ..., p, tels que 
la matrice r X r (D?b(%)) (1,7 —1,...,r) soit inversible. 
Or on a: 


D? (0) re D2'b,(%)e; HEC QAR 7 2 


Ceci permet d’exprimer les e; en fonction des Def (0) (les- 
quels sont linéairement indépendants: cela montre qu’alors 
r ne dépend pas de #). On conclut aussitôt a (6). | 

Supposons maintenant (b) vérifié et, en même temps, que 
Î (v),ne soit pas de e_type analytique, c ’est- -à- dire qu'il existe 
une forme linéaire & sur E telle que < Î (9), el > admette un 
zéro d’ordre infini en un point % de V, sans être nulle en tout 
point de V. Prenons alors l'expression de f(#) qui figure dans 
(b), relativement au point #, en question. Elle permet d’écrire : 


2 FW), FS = 3 afe) < (D 60) à > 
rue = 3, ake D < Fe Shan =0 


et ceci est vrai hie que sate yeV. Nous avons abouti à une 
contradiction. 


. § 6. Démonstration et énoncé de la réciproque partielle 
du théoréme principal. 


Notre hypothèse sera donc que la famille {P(», D)} vérifie 
(T A). Nous servant de ceci et du lemme 2. 4, nous pourrons 
écrire, POHE tout point fo de V: 


P(e, D) = À fe) [(D.)P(e, DJ. 
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où les a,(v) € 6, et où les (D,); sont des opérateurs différentiels 


— ECTS 


sur un voisinage de. Nous utiliserons ensuite l'existence. 


d’une solution élémentaire E(x, ») de P(v, D,) de classe C® 
en », à valeurs dans un espace Aj? (d > 0), et les lemmes 
2.1, 2.2, 2. 4, pour prouver que les (D,);P(%, D) sont plus 
faibles que P(#, D): D’après l’expression précédente, cela 


entraîne que, pour tout se V, P(v, D) est plus faible que 


P(#, D) et donc, puisque % est arbitraire dans V, que la! 


famille {P(#, D)} est formellement hypoelliptique. 


4. Hypothèses provisoires. 

Outre à (TA), nous ferons l’hypothèse suivante : | 

Il existe un élément G(z, ») de 6,(2) pourvu des propriétés 
suivantes : | 

1° Il existe un compact K de R" tel que, pour tout ve V, la 
distribution en x G(a,¥) ait son support dans K. 


Il résulte aussitôt de ceci que T(x) > G(x, ¥) « T(x) (+ désigne | 


la convolution par rapport à x) est (pour chaque ve V) une 
application linéaire continue de 9, dans lui-même, et, lorsque 
y varie dans V, c’est une fonction C* de » à valeurs dans 
L,(2,; D4). On a, pour toute T(x) e ®, et tout opérateur diffé- 
rentiel D, sur V: | mn 


D,[G(a, ¢) » T(2)] = [D,G(x; »)] + Tle). 


Nous supposerons que G(x, ¥) possède aussi la propriété » 


suivante : 


2° Pour tout ouvert borné Q de R", f(x) > G(a, +) « f(x) définit — 
un opérateur borné, que nous noterons G(v), de L?(Q) dans L?(R"), : 


et G(v) est une fonction C* de » à valeurs dans L,(L?(Q) ; L?(R*)). 


Si D, est un opérateur différentiel sur V, on a, pour toute f € L3(Q) | 


D,G(»).f = [D,G(x, #)] * f(x). 
Enfin, G(x, ») vérifiera la condition suivante : 
3° P(v, D,) G(x, ») —¢, est une fonction L(x, +) C* de v à 


valeurs dans (Dx). 


2. Construction de l'algèbre €. 

Considérons &,(L,(9:; D)) comme muni de sa structure 
naturelle d’algébre sur le corps des complexes. Nous appelle- 
rons & la sous-algèbre de 6,(L,(9,; ®)) engendrée par l’appli- 
cation identique de ®, sur lui-même, et par l’ensemble des 


Le FA 
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opérateurs de convolution D,G{x, »)*, D, parcourant l’en- 
semble de tous les opérateurs différentiels sur V. Il est manifeste 


- que & est une algèbre commutative, avec unité. 


Soit ( un ouvert borné quelconque de R’. 
I. On peut identifier & à un sous-espace vectoriel de 


&,(L,(L2(Q); L?(R"))). 
En effet, donnons-nous une famille finie quelconque 


{ (Di (2 11,02, i. ss) 


. d'opérateurs différentiels sur V. Les propriétés de G(x, +) 
font qu’on peut trouver s ouverts bornés (, de R*, avec 


Q, = Q, tels que, pour chaque i << s — 1, 
(D,):G(9) « &,(L:(L2(0,); L2(Q,.,))) 


et que (D,),G(¢) « &,(L,(L?(Q,); L?(R"))) de sorte que la compo- 
- sée [(D,),G(#)] °[(D.).-1G(¢)] o- ++ °[(D,),G(»)] définit un élément 
| de 6,(L,(L?(Q); L?(R’))). 


Considérons maintenant les D,P(v, D) (D, : opérateur diffé- 
rentiel sur V); ce sont des éléments de &,(L,(®,; ®)). Lorsque 


- D, parcourt l’ensemble des opérateurs différentiels sur V, la 
réunion de l’ensemble des D;P(#, D) et de & engendre une 
» sous-algèbre % de 6,(L,(9;; ®)). Il est clair que ® est une 


very 


algèbre commutative (sur C), avec unité; & est une sous- 
algèbre de &. 
Soit de nouveau Q un ouvert borné quelconque de R". 
II. On peut identifier & à un sous-espace vectoriel de 


8(La(D(Q) ; L4(R*))). 


En effet, donnons-nous deux familles finies quelconque 


{(D.):t, {(Di)j} (= 1, ...,s; j = 1, ...,s") d'opérateurs dif- 


férentiels sur V. Il est évident que 


[(D,)P(#, D)] Fo [(D:).P(», D)] 


. définit un élément de &,(L,(D(Q) ; D(Q))). Il résulte alors de (I) 


que 


 (D).GG)e- LD) G(IeT(DI-PE, D)]o---°[(D.),P(, DI] 
» définit bien un élément de &,(L,(D(Q); L?(R"))). : 


1 


i 
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Soit 9,(8,) l’espace. des fonctions indéfiniment dérivables 
de x, à support compact, à valeurs dans l’espace des fonctions 
C® de v. Insistons sur le fait suivant: si g(x, 7) e ®,(6,), “i 
existe un compact H de R" (dépendant de g) tel que g(x, +) 
ait (en tant que fonction de x), pour tout se V, son support 
dans H.  : 

Faisons opérer 9,(6,) par convolution (en x) sur Ÿ,, ce qui 
le plonge dans 8,(L,(,; ®:)). On voit immédiatement que 
Ÿ,(6,) n 8 est un idéal de 8. Nous noterons € l’algèbre quotient 
B/[D,(6,) 0B] et. BB la projection canonique de & sur €, 

videmment, € est une algèbre (sur C), commutative, avee 
unité (notée I). L’image a de & par la projection canonique’ 
de & sur € est une sous-algébre de € contenant l’unité. 

Tout opérateur différentiel D, sur V applique l'idéal 9,(8,) n & 
dans lui-même, car il applique Ÿ,(6,) (resp. 8) dans lui-même. 
Par conséquent, D, définit, par passage au quotient, une 
application linéaire D, de € dans lui-même. 

Pour simplifier, nous écrirons G au lieu de G(z, ») + (opéra- 
teur de convolution sur 9) et P au lieu de P(v, D); G et P 
sont des éléments de &. 


(III) | GP =I. 
Cela résulte trivialement de la propriété 3° de G(z, #). Il 


s’ensuit que si L, est un champ de dérivations C* sur V, on 
aura, pour tout entier p > 1: 


P 
(IV) D (Preis = 0. 
q=0 | 
3. L'algèbre ©). | | 
Soit # un point arbitraire de V. A tout U(+) e 8,(L,(®!; D!)) 
nous pouvons faire correspondre sa valeur U(s,) en % qui est 
un élément de L,(®,; ®) et U(v) > U(s) est homomor- 
phisme, pour les structures d’algébres sur C, de &,(Ly(92; D)) 
sur L,(%,; 9;). Appelons-le « valeur en # ». Il applique. 
D,(6,) sur D, (ces deux espaces opérant convolutivement sur D). 
Nous noterons Mo (resp. By) l’image de & (resp. 8) par l’homo- 
morphisme valeur en ¢. Il est clair que à, et 8, sont deux 


OPERATEURS DIFFERENTIELS HYPOELLIPTIQUES 45 


algébres commutatives avec unité. De (I) et de (II) résulte 
naturellement : Hé: 
- (L) On peut identifier & à un sous-espace vectoriel de 
A (L(0); L'(R')). 
o) On peut identifier Bo à un sous-espace vectoriel de 
L,(9(Q); Le(R"). | 
- Les faits suivants sont triviaux: ®, n 8, est l’image par la 
valeur en #, de Ÿ,(6,) n 8 et est donc un idéal de @,; appelons 
C l'algèbre quotient 8,/(9, n &); l’homomorphisme « valeur 
en #, » induit un homomorphisme de € sur €, que nous noterons 
B — B,. Bien entendu, Cy est une algèbre commutative, avec 
unité (notée 1,); a, image de & par l’homomorphisme B -> B, 
ou bien image de &, par la projection canonique de %, sur Gp, 
est une sous-algébre de €, qui contient l’unité. 

De (III) et (IV) résulte qu’on a, dans Cy, les équations sui- 
vantes : | 


(Es) inp | 
P P\,; sa tab) — "x 
(B) 3 (P ies) LR = 0, pt, Drames 


Dans C se produit un fait important (qui en général n’a 
pas d’équivalent dans €); c’est le suivant: 

-(V) Lorsque D, parcourt l’ensemble des opérateurs différentiels 
sur V, les éléments (D,P), engendrent un sous-espace vectoriel 
de €, dont la dimension est finie. 

Cela résulte de l'hypothèse (TA). En effet, d’après la formule 
du début de ce paragraphe, on a: : | 


[D.P(¢, DJ, = 3 [D (0). L(DAP(# D). 


et ceci signifie que le sous-espace vectoriel engendré par les 
[D,P(v, D)],-., dans 8, admet les [(D,);P(», D)],2,,( = 1, ...,7) 
comme générateurs et est donc de dimension finie. Il doit en 
être de même du sous-espace engendré dans €, par les (D,P).. 
En particulier, si l’on se donne un champ de dérivations 
C* L, sur V, le sous-espace vectoriel engendré dans C, par les 
| (L‘P), (k = 0,1, ...) est de dimension finie. C’est ce fait que 
nous allons maintenant chercher à exploiter. Cela nous sera 
possible grâce au lemme algébrique du numéro suivant. 
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4. Un lemme algébrique. | | 
Soit © une algèbre sur le corps des complexes, commutative, 
avec unité (notée 1). 


Lemme 2.5. — Considérons deux suites d'éléments de ©, 


(a), (bx)(h, k = 0, 1, ...), vérifiant les relations suivantes : 
(eo) ado = 1; | 
~(P 
(e,) x( : )a-br = 0, De Liane 


| Désignons par À la sous-algèbre de © engendrée par 1 et par 

les a,(h — 0,1, ...) et supposons que le sous-espace vectoriel 
de © engendré par les b,(k — 0, 1, ...) soit de dimension 
finie. 

Dans ces conditions, il existe un entier m > 0 qui jouit des 
propriétés suivantes : 

Pour tout entier n > 0 et tout élément (ry, ..., Tm.n) de N°" 
et tout élément (s,, ..., s,) de N”, l’élément a, ... FR 2.10, 
de © appartient à a. ; 

La démonstration de ce lemme étant assez longue et par- 
faitement hétérogène au reste de ce travail, il nous a paru 
préférable de la renvoyer en appendice (voir Appendice I). 
En réalité, nous utiliserons le corollaire suivant du lemme 2.5 
(corollaire plus simple que le lemme 2. 5 mais que nous avons 
été incapable de démontrer directement) : | 


: COROLLAIRE 1. — Avec les mêmes notations et sous les mêmes 
conditions que pour le lemme 2,5, et si m est l’entier qui figure: 


dans le lemme 2,5, on a, pour tout entier k > 0, et tout entier 
n > 1, are. 


5. Utilisation du lemme algébrique. | 

Il est clair que nous allons appliquer le lemme 2. 5, en pre: 
nant: pour l'algèbre ©, C,; pour éléments se 10 ty a 
les (Li Go; pour éléments b,(k = 0, 1, ...), les (LkP),. ‘Deal 
équations (Ey) et (E,) (p = 1,2, ...) et “A la propriété (V), 
résulte que toutes les hypothèses du lemme 2.5 sont satis- 
faites. Nous pouvons donc en appliquer le corollaire 1: : 

(VI). Il existe un entier m > 0 tel que, pour tous k, reN,. 
Gr "(LEP ); e ay. | 


: 


ELA 
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*Remontons de C, à @,; (VI) signifie que G"‘'(L{P ea, 
ae D, 8, ou encore, qu’il existe A,,e€a, et Par € De tels 
que Cn*"(LEPy; = Aur 0,» 

Reprenons l’ouvert Q (borné) non vide) dans R”; il est clair 
que ¢,,-* définit (par prolongement de 9(Q) à L*(Q)) un 
opérateur eee de L*4(Q) dans L*(R’). En vertu de (I), 
A,,¢L,(L*(Q); L?(R")). Ces deux faits impliquent que 
Gé *"(LiP), a priori dans L,(9(Q); L?(R’)) d’après (II), définit 
en réalité un opérateur borné de L?(Q) dans L?(R"), c’est-a- 

_ dire qu’il existe une constante finie M, , telle que, pour toute 


ee D(Q), on ait: 
(2. 10) GT LP elle Mid lgllne. 


Prenons:.ç = P#*"}; puisque P, G,= ,, il existe ee, 
tel que Gr Pr” = 1,.4-. o,*, soit Ge = = à + 9,4, et donc, 
3 d’après (2. 10) : 


(2.44) ILEPUhe << My AIPO*"Yhs + (belle 269 


+ ceci étant vrai pour toute | e D (Q). Mais puisque Q est borné 
(et que P, n’est pas nul) il existe (cf. lemme 2. 7 de Hérmander 

_ [4]) une constante finie M, telle que, pour toute pe DV (0) 

x [ex Yl fue < M;||Po* "|r. Compte tenu de ceci et de (2. 11), o 
voit qu’il existe une constante finie M; , telle que, pour LE 


j v e D(Q), on ait : | 
IICLEP(, DV < My, AP (90 D)" "Une. 


Alors l'application du lemme 2. 1 permet de déduire de cette 
majoration que (LéP(#, D)) est plus faible que P(», D)"*’. 
“ Comme ceci est vrai pour tout reN, le lemme 2.2 permet 
d’affirmer que L*‘P(»,, D) est plus ae que P(»,, D). Ceci 
est vrai pour tout entier k > 0, et aussi pour tout champ de 
- dérivations C*L, sur V. 
Nous sommes maintenant en mesure d'utiliser le lemme 
4 suivant : 


Lemme 2. 6. — Soit un voisinage ouvert U(s) quelconque de 
- se V; soit D, un opérateur différentiel sur U(s). Il existe 
* une famille finie {(L,);}(¢ = 1,2, ..., M) de champs de déri- 
- vations C° sur V, un Sian bis Castle Wentiars BO pkey 100 M, 
- un nombre égal de fonctions de &(V), gi(v), ». :, gu(s), et un voisi- 


PE 
a. 
¥ 
1 “ 
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re 


nage ouvert U'(%) de %, inclus dans U(»), tels qu’on ait, sur. 


U‘(0) : 
D, = À ae) (Lali 


Bornons-nous à esquisser la démonstration. Le résultat est 
purement local et nous pouvons donc nous ramener à un voi- 


sinage ouvert de l’origine dans R’ (v étant la dimension ge’ V):: 


Étant donné un système de coordonnées cartésiennes 4, .%+,.%y 
dans. R’, il suffit de démontrer le résultat pour les mondmés 


P Py \ 
de dérivation (—2-\ , … “ee . Il suffit de démontrer que 
OX, Ly 
tout monôme X?... X? (en y indéterminées) peut se mettre 


M 


sous la forme Seat i (Xj, ..., X,), où ici les g; sont: des 


nombres réels et les L, des formes linéaires réelles sur RY, 


Ce résultat est trivial pour |p| = p; +---+ p, = 0 ou 1 | 


(les k; peuvent être nuls !). En distant par récurrence.$ur 
|p|, on est immédiatement ramené à prouver le résultat 
pour y = : 2 et pour le monôme X, X7—'. Il est Fur à de déter- 
miner m Fe 1 nombres réels BG = 0,1, ..., m) ‘tels que 


X XAT! = 3 E(X; + 7X,)". En effet, les & doivent blow | 


vérifier le éyastle d'équations linéaires 


LA si p = 0, 1, ..., m— 2, m (on convient que 0°= 1). | 


On vérifie facilement que le déterminant de ce système : 
d'équations est non nul (c’est le déterminant de Vandermonde — 


NT. 'm)). 

Du Neste 2.6 et de la conclusion à laquelle nous étions 
parvenus juste avant ce lemme, on conclut que pour tout 
opérateur différentiel D, défini au voisinage de %, D,P(%, D) 
est plus faible que P(#, D) ce qui démontre ce que nous 
désirions (sous nos hypothéses provisoires). 


6. Espaces H*, Hi, Hyg... 


Afin d’obtenir une généralité satisfaisante dans incl | 


du théorème que nous avons en vue, nous sommes obligés 


= esc ee 


a 
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d'introduire de nouveaux espaces fonctionnels, d’ailleurs 

presque classiques dans la littérature. Soit re R se a 

Voici, en bref, les définitions dont nous avons besoin: 

H’ .: espace des distributions tempérées f(x) dont la trans- 

ax formée de Fourier /(y) Le une fonction de carré 
sommable pour la mesure o gat. )"dy; H” est muni 
du produit hermitien JA (y) 3 y) (4 a ly|*)"dy, qui en 
fait un espace hilbertien. 

Hk : espace formé des éléments de H” qui ont leur support 

| dans le compact K de R’, muni de la topologie induite 
par H’. 

H;. : limite inductive (any sens vectoriel- topologique) des 
espaces Hk lorsque K parcourt la famille de tous les 

‘i compacts de R”. 

Hj,..: espace des distributions f(x) sur R" telles que «af e H' 

ee pour toute «<9; HF, est muni de la topologie la moins 
fine rendant continues toutes les applications f — af 
(« parcourant ®) de HF, dans H. 

Pour une étude détaillée de ces espaces, voir par exemple 
Malgrange [2]. Nous aurons besoin du lemme suivant : 


_. Lemans 2. 7. — Soient deux réels quelconques r,s; (f, g) > f* g. 
est une application bilinéaire continue de A" X H* dans H°**. 
Preuve directe très simple. Notons ||||, la norme dans H°. 


On a:. 


‘2/4 (1 + |yP)f(y) (4 pis ely) Iles < 
(1 +|y?)F(y) Ihe X II (4 ma 2 y) |g = N(P)II g |b. 


Nous aoe 2 au lecteur la preuve des corollaires suivants : 


CorozLaire 1. — Soit K un compact de R"; (f, g) >f*eg 
est une application bilinéaire continue de Ar. X Hx fo 
A. 

CoroLLaiRE 2. — L’application qui, à are feAhe fait 
correspondre Vopérateur de convolution f * de H; dans Hy;r* est 


une application linéaire continue de Aj,, dans L,(H;; H+*). 


_ 1. Énoncé et fin de la preuve du théorème. | 
Considérons une variété C”V et une famille {P(», D,)}(#e V) 
‘de polynômes différentiels sur R’, d’ordre borné et C° sur 
| | 4 


ee 


| 


50: FRANÇOIS TRÈVES à 

: THÉORÈME 2. 2. — On suppose que la variété V est connexe 
et que la famille {P(v, D.)} ‘est de type analytique sur V. On fait 
en outre l’ hypothèse suivante : 

(P) Il existe une fonction indéfiniment différentiable de +; 
Fee V, E(a, »), à Mr ats dans Di, qui possède les propriétés! 
suivantes : 

. (1) Il existe un réel s tol’ que l'opérateur de convolution (en x) 
E(a, v)* soit une fonction indéfiniment différentiable de % 
dans V, à valeurs dans L,(H?; H,.). 

(IT) Pour toute fonction a(x) e ®, x hia son support dans 
le complémentaire de l’origine, «(x) E(x, ¥) est une fonction 
indéfiniment différentiable de », dans V, à valeurs dans D... 

_ (III) Pour tout se V, P(z, D,) E(z, ¢) = à, 

Dans ces conditions, la famille {P(v, D,)}. est formellement. 
hypoelliptique. NL à | 

Choisissons un entier k > 0 tel que 2k + s > 0. Nous allons 
montrer que, sous les uit de ewe la famille 
{(1 —A,)*P(v, D,)} est . formellement hypoelliptique. Des 
définitions 2.1 et 2.4 résulte immédiatement qu'il en sera 
de même de la famille {P(v, D)i. 

Il est d’abord clair, en vertu de (II) (cf par exemple théorema 
3. 4 et remarque 2, et théoréme 3. 7, Hormander [1]), que, pour 
chaque ve V, P(v, D,) et done aussi ee oor P(v, D,) sont 
hy poelliptiques: 

Soit w e%,, de support S, seal à 1 sur un voisinage de 0. 
Appelons E,(z) la transformée de Fourier réciproque .de, 
(1 + 4n®ly?)—*. Posons alors : 


G(x, ») = [o(a)Ex(2)] » [o(a)E(z, ©]. | 


Nous allons montrer que G(x, ») vérifie chacune de nos trois” 
hypothèses provisoires (n° 1 du présent paragraphe) relative-s 
ment à la famille {(1 — A)“P(v, D)}. 7 
C’est trivial pour 1°: il suffit de prendre K = S + S. 4 
* Vérifions 20. Soit Q un ouvert borné de R". En remarquant 
que H°n’est pas autre chose que L*(R"), il résulte des propriétés: 
de E(a,%) que l’opérateur de convolution aoe )E(x, v)]* est” 
une fonction C” de » à valeurs dans L,(L?(Q); H°). Mais il est 
manifeste que E,(x)* applique continiment H: dans H**** et, 
a’ fortiori, PUR 2k a > 0, dans H® = L?(R"). De lat 
aussitôt 20, - ; oi 
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Vérifions enfin 3°. Posons L(x, ») = (1—A)*P(», D)G(x, »)—6,. 
Comme (1 — A)*E,(x) = 6,, il existe « e ®, ayant son support 
- dans [ {0} telle que: 


L(x, ») = (4 — A)*P(p, D) [a(x) G(x, »)]. 


Comme E,(z) est indéfiniment différentiable dans le complé- 
mentaire de l’origine, il résulte immédiatement de la propriété 
(II) de E(x, ») que L(x, v) est une fonction C” de # à valeurs 
dans &, et, en réalité, à valeurs dans (Dx),. 


C.Q.F.D. 


REMARQUE. — Il est clair, d’après la preuve, que nous aurions 
pu remplacer la propriété (I) par la suivante : 

(I’) Il existe un réel s et un voisinage compact L de 0 dans 
R" tels que E(x, v) * soit une fonction C” de » à valeurs dans 
L,(H ; H,.). 


En fait, on aurait pu «localiser » entièrement la propriété (P). 


Proposition 2.5. — Supposons la variété V connexe et la 
famille {P(v, D),} de type analytique sur v. La propriété (P) 
du théorème 2.2 est équivalente à chacune des propriétés sui- 
vantes : 

(FHE) La famille {P(v, D,)} est formellement hypoelliptique. 

(P’) Il existe deux nombres > 0, s, d, et une fonction Ex, v) 
C* de » dans V, à valeurs dans (A§,4),, tels que P(v, D.) E(x, )=6, 
pour tout ve V. 

(P") Il existe s réel, d > 0, et une fonction E(x, ») C* de » dans 
V, à valeurs dans (A‘:*),, tels que P(v, D,) E(x, ¥) = 0, pour 
tout ve V, : 

(P’) => (P”) trivialement. Puisque nous supposons V connexe 
_et la famille {P(», D)} de type analytique sur V, (P) —> (FHE) 
- d’après le théorème 2,2 Et (FHE) => (P’) d’après le théo- 
» rème 2. 1. 

Reste donc à prouver que (P”) => (P). Pour cela, remarquons 
que As? est plongé continiment dans Aj,,. Le corollaire 2 
du lemme 2.7 montre alors que f(x) — f(x) « applique conti- 
niment Aj; dans L, (He; H;,.). Par conséquent, E(z, ») * 
est une fonction C* de » à valeurs dans L,(H?; Hi,,), ce qui 
prouve la partie (I) de (P). La partie (II) résulte du corollaire 2 
de la proposition 1. 9. Enfin, (III) est trivialement vérifiée. 
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§ 7. Autres familles de polynémes différentiels hypoelliptiques. 


Soit we L(R"; R'); représenté par la matrice (uj) dans le 
système de coordonnées (z;). Nous noterons P(uD,) le poly- 
nôme différentiel associé au polynôme P(wiys + +: + WiYm +. ps 
uty, + --- + uty,). Reprenons maintenant la variété V et consi- 
dérons une famille {P(v, D,){ de polynômes différentiels | sur R”, 
C® et d’ordre borné sur 


Dérrnition 2. 9. — Nous dirons que la famille {P(v, D){ est 
quasi formellement hypoelliptique s’il existe une fonction C° de »; 
à valeurs dans L(R";,R"), u(v), qui soit, pour chaque ve V, un 
automorphisme de R", et telle que la famille. {P(v, u(y (») D)§; soit 
formellement hapoelliitique, | 

: On peut démontrer, au sujet de ces familles, le résuldat 
suivant : 


- TutoriMe 2. 3. -+ Soient une variété C-V, {P(, D)} une. 
famille quasi formellement hypoelliptique, d’ ünire m à 1, sur V. 
Il existe deux nombres > 0 s, d, et un nombre k, 0< LE 
enfin un élément Ex, ») de & tk; Ate) () tel qu’on ait, pour tout 
geV, P(v, D,) E(x, +) =6,. | | 

La preuve suit pas-à-pas celle du théorème 2. 1, avec les: 
adaptations qui s’imposent. Bornons-nous à signaler que l’une 
des articulations essentielles du raisonnement est constituée 
par le fait suivant : | 

Il existe s > 0, 0 < k <1, tels que, pour tout opérateur” 
différentiel D, sur V (dont l'ordre est noté x) et tout compact 
K de V, il existe une constante finie A(D,, K) telle que, pour 
tous ye K et ye R", on ait (en posant w = inf(m, p)): | 


|D,P(v, y)| < A(D,, K) (1 + |yl)* (1 + [P(e y)|) 
et, pour tout pe N', p Æ 0: | 
(1+ y) ID.PP, y)I<A(D., K) (1 + ly) (4+ IP, y). 


(?) Le rôle des espaces E, (voir chap. 1, § 3) est tenu ici par les espaces Af?4,d>0 
étant fixe et r parcourant R. 
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- La propriété du théorème 2.3 n’est pas un apanage des 
familles quasi formellement hypoelliptiques : ied | 
Considérons, pour t réel, |t| 1, 


PE y) = TL + gi + yt ityy:: | 

19 la famille }P(t, D.)} n’est pas quasi formellement hypoellip- 
tique; 2° il existe s > 0, d > 0 et k <1 (k > 0), tels qu’on ait, 
pour un élément Ex, t) de &(k; Aït), pour tout te(—1, 1), 
2, D) Ex t)= à. 

Preuve de 1°. 

Posons Po(y) = 1 + yi + ys, Pay) = my On a: 
P(t, y) = Poly) + itPa(y). 


Soient. alors deux automorphismes u, et u de R2. Nous aurons 


_ prouvé 1° si nous prouvons que P,(wy) et P(t, uy), pour =< 0, 


ne*peuvent être équivalents. Remarquons que s’ils l’étaient, 


_ alors Po(y) et P(t, wu, y) seraient équivalents, et réciproque- 
… ment. Ceci signifie que nous pouvons supposer w, = auto- 
» morphisme identique de R?. Prouvons d’abord que si l’un des 


deux polynômes P,(y), Po(uy), est plus faible que l’autre, ils 
sont alors nécessairement équivalents. Si, par exemple, P,(uy) 
est plus fort que P,(y), on doit avoir u, = 0 (rappelons que 


…uy = (wy, + Uiy, uiy, + wy,), sinon, pour y  =r>0 et 


Y = (w) wys, |Po(uy)| serait de l’ordre de r? alors que 


- |P,(y)| serait de l’ordre de r‘. Mais puisque ui — 0, P,(uy) 


est de la forme 1 + (ay, + by,Ÿ + yj, avec a #0 (car u est 


un automorphisme), manifestement équivalent à 1+ y{ + y}. 


Prouvons maintenant 1°. Première possibilité: Po(uy) est 


- équivalent à P,(y). Prenons alors y, = r? (te R), y =r. On 
"a: Po(y) = 1 + 2r'; Pi(y) = r°; lorsque r — , |Pi(y)|/|Po(y)| 


tend vers + co. Ceci entraîne bien que P(t, uy) n’est pas, 


> pour t~0, plus faible que P,(y). Deuxième possibilité : 


- Po(uy) n’est pas équivalent a P,(y). Mais alors Po(uy) n'est pas 


plus faible que P,(y); il y a donc une suite {y,} dans R? telle 


- que, si k— co, [Ps(uy:)l/|Po(yx)| tend vers Vinfini. Comme 
… |P(, uy)| > |Po(uy)|, ceci prouve bien que P(t, uy) n’est pas 


nee ee 
sous 


plus faible que P;(y). 
Preuve de 2°. 
Pour tout p.e N°, p 0, et tout ye R?, ona: 


1 PPy)| <'A(L + ly) IP (y) (Ac LH 00). 


J 


q 
3 
Ë L 
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Il existe d’autre part une constante finie A, telle qu’on ait, 
pour tout ye R? et tout te(— 1, 1): p 
HPP(y) < At + ly) IP y) si m21; 

et Sp 0, PET 


lPP(y)| < AL + lye|) |P(t, y)|, 
|tP(y)| < Ai(4 + |y:|) 718 [P(t y). 


Ceci prouve qu’il existe une constante finie A telle que, pour 
tous ye R?, te(— 1,1) et pe N°, p 0: 


(2. 12) PP (t,y)| < ACL + lyl)** [PG y)|. 


Ces inégalités prouvent d’abord que P(t, D,) est hypoellip- 
tique, pour tout te (— 4, 1). 
Remarquons, d’autre part, que, pour tous y e R?, te (— 1,1): 


(2.13) |Pa(y)| < V|yal IPo(y)| < (1 + ly|)** |P(e, y)|. 


Si enfin peN,p+#0, on a, pour ces yet ces t: 
IPP(y)| < 3! |Po(y)| < 3! |P(z, y)|, 
et donc, a fortiori: 
(2.14) |PP(y)| <3 1(4 + |y|)-** (1 + ly? IP( y) 


Nommons E(z,t) la transformée de Fourier réciproque — 


de a La dérivée première de P(t, y) par rapport à t : 
est iP, (y): les dérivées ultérieures sont toutes nulles. Il : 


s’ensuit que la transformée de Fourier de | "E(a, t) est 
Ft, y) = (—1)" r! [Pi(y)]"/[P(t, y)|’*'. La transformée de — 
Fourier de (— 2inz)? (=) K(a, t) est DUF,(t, y) (p e N2), | 


c’est-à-dire une combinaison linéaire (finie !) de fractions de 
la forme : 


[PO(y) ... PQm(y)Par(e, y) ... Pom(e, y)I/[P(t, pl" 


r’ pouvant prendre toutes valeurs entières entre 0 et (pl. : 
On peut démontrer (cf preuve du théorème 2. 1, partie 20) 


à 
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que cette fraction est majorée, pour tout yeR? et tout 
te (— 1, 1), par: 
1 


AL + ly)? A+ ly)? * IPC, WI (Al < + oo). 


Pour Fc on détermine le nombre maximum d’indices qj 
(4 <j < r) pouvant être nuls, compte tenu de la valeur de r’ 
et de ce que |q|< 4, |q)|< 4 (1 <j’ <r’; se rappeler que 
deg P(t, y) = deg P ty) = 4). On ÉMique ensuite les inéga- 
lités (2.12), (2.13), (2.1 Ne 
| 


( 
Comme (1 + |y®) <|P(t, y)|, on en conclut que 
PE rear) Be t) 


ait) 


appartient à (a Baa‘? pour tout te(— 41, 1) et, 


comme on le vérifie sans peine, est une fonction continue de 
ta valeurs dans cet espace. Puisque r et p sont arbitraires, 


cela signifie que E(z, t) e 6(1/2; A? 1/22). C.Q.F.D. 

Cet exemple et les résultats le concernant, que nous venons 
d'établir, nous seront utiles plus loin. Nous aurons aussi 
besoin de l'inégalité suivante : 

Pour tout ye R? et tout te(— 1,1), on a: 


(2.15) [PP (y) < 3(1 + ly’? + lg)" [P(e y). 

En effet : | | 

[Ps (y)| = ll = (LH Al + yal) *( yal + lyst lye] + yal). 
: Mais 


ly + ys] <2(1 Hg) LP. (y)| et Dept e righ 
d’où l'inégalité (2. 15). 


CHAPITRE III 


OPERATEURS DIFFERENTIELS A COEFFICIENTS VARIABLES 
UN CRITERE D’HYPOELLIPTICITE 


Dans ce chapitre, nous ferons intervenir deux espaces R’, | 


notés respectivement R et R? (ce qui indique la notation des 


variables et des coordonnées cartésiennes dans chacun d’eux); : 


Le second, R;, ou l’un des sous-ensembles ouverts de R}; 
jouera le rôle de la variété V des chapitres précédents. Ceci 
veut dire que nous manipulerons des familles $fP(E, D,)} 
d'opérateurs différentiels à coefficients constants sur R° dépen- 
dant de £; la dépendance par rapport à £ sera toujours telle 
que la famille soit d’ordre borné et C” sur R? (définition 2. 2 
et 2.5), méme lorsque nous ne mentionnerons pas ces hypo- 
théses. mit , ; | 
Soit Q un ouvert de R’; la donnée d’une telle famille : 


{PE D.)}( e 0) 


définit un opérateur différentiel sur Q, c’est-à-dire une appli- : 
cation linéaire continue de 9(Q) dans lui-même qui diminue le : 


support, de la façon suivante: on pose, pour toute 9 e D(Q), 


U(x, &) = P(E, D.)¢(x), puis P¢(x) = (2, x). On vérifie aussitôt 


que P est un opérateur différentiel sur 2. Mais plutôt qu’à P 
lui-même, nous nous intéresserons à l’expression de P dans 
le système de coordonnées cartésiennes initialement donné 
dans R}, expression qu’il est raisonnable de noter P(x, D,) 
ou, si aucune confusion n’est à craindre, P(x, D) (Horman- 
der [1]). C’est que les propriétés dont nous allons nous servir 
ne sont pas invariantes par changement de coordonnées dans 


R; (ou dans () et sont plutôt associées à la famille {P(E, D,)} — 


qu'à l'opérateur intrinsèque P. 


I 
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+: Nous définirons le transposé ‘P(x, D) de P(x, D) (non de P) 
par la formule: | | 


JEP] D)e@)] Ye)de =f #()P(x, Dole,» $< 9(0). 


~~ Vo 


L’expression de ‘P(x, D) à partir de celle de P(x, D) est 
suffisamment classique pour que nous ne la rappelions pas 
ici. Bien entendu, ‘P(x, D) définit un opérateur différentiel 
sur () ayant d’étroits rapports avec le transposé intrinsèque 
de P; mais rappelons que celui-ci agit sur les courants de 


degré n. | 


Nous utiliserons aussi la notation : 
| RP(z, &, D.) = P(E, D.) — P(x + &, D,), 


qui aura un sens chaque fois que § et x + & appartiendront 
à Q, par exemple pour £eU ouvert, U compact, UcQ, et 


_2é€Q—U. Alors RP(z, £, D,) sera un opérateur différentiel 


sur Q — U, à coefficients C” en (x, £) dans (2— U) x U, ces 

coefficients étant tous nuls pour x = 0 quel que soit — e U. 
Soit une variété C* W (point courant: w; D: espace des 

distributions sur W). | 


Deérinition 3.1. — Une application f d’un sous-ensemble 
de Di, dans lui-même sera dite progressive en un élément T de ce 
sous-ensemble st, pour tout entier q > 0, il existe un entier p > 0 
tel que f?(T) soit une fonction de classe C? sur W. 


iB Byes STRUT ita 
Par f?, nous entendons la composée fo ::-0 f. 
_ Dérrnition 3. 2. — Soient Q un ouvert de R" et P(x, D) un 


. opérateur différentiel sur Q. Nous dirons que P(x, D) est de 


type progressif sur Q s’il existe une distribution Ex, £) sur 
R® X Q;, telle que P(E, D.) Elx, &) = 6,1(&) et qui possède les 
propriétés suivantes : | | 

(P,) Il existe un nombre réel s, un nombre d => 0 et un nombre 
k, 0 < k < 1, tels que E(x, £) « (&:(Q)) (k; Aïe). 
: (P,) Pour tout ouvert borné UcUcQ, il existe une 
fonction w(x)e®, de support dans Q—U, égale à 1 
au voisinage de 0, telle que l’application linéaire 


 T(x, §) > o(#)RP(a, &, D.)[E(x, 6) T(x, §)] 
de (&(U)) (8!) dans lui-même soit progressive en 0,1(6). 


qT 


| 
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Remarques sur les notations : 1(£) désigne la fonction définie « 


dans l’ouvert que l’on considère, par exemple 2 ou U,'et «. 


égale à 1 partout sur cet ouvert; si U .est un ouvert de R’, 


(&(U)) (k; Ast) désigne l’espace 6,(k; E,) relatif à la variété 
V = U (et donc » = Ë) et aux espaces E, = Ajyi(r'e R; d reste 
fixe); par x, nous désignerons toujours les convolutions en x; 
enfin, (&(U))(&2) désigne l’espace des fonctions C° de: & 
dans U, à valeurs dans l’espace &, des distributions en x" 
(sur R').à support compact. 

Nous allons maintenant établir, dans les deux propositions 
qui suivent, l'indépendance, en quelque sorte, de la défini- « 
tion 3.2 par rapport au choix de la solution élémentaire 
E(z, €) et des fonctions w(x) qui figurent dans (P,). 


Proposition 3. 1. — Supposons P(x, D) de type progressif — 
sur Q et soit F(z, £) une fonction C® de £ dans Q, à valeurs dans 
D’, telle que P(E, D,) F(x, §) = à, pour tout £e Q. Alors F(a, £) « 
vérifie les conditions (P,) et (P,) de la définition 3.2. - 


Nous nous appuierons sur le lemme suivant : 


Lemme 3. 1. — Soient une variété C® V (point courant: v) 
et une famille {P(v, D,)} de polynômes différentiels sur R&, 
@ ordre borné et C® sur V. (voir définition 2. 2 et définition 2. 5). « 
Supposons qu’il existe une fonction E(z, v) C° dans V, à valeurs 


dans %,, telle que, pour tout veV, P(v, D.) E(x, 9) = 6, et « 
que, pour toute fonction a(x) e D, ayant son support dans ( {0}, « 


a(x) E(x, v) e 6,(6,). 
. Dans ces conditions, quel que soit l’ouvert U de R", si 
T(x, ») e [24(U)] (6) 
et si P(, D,) T(x, ») e (8.(U)) (8,), en particulier si 
P(v, D,) T(x, ») = 0, 
alors T(x, v) €(&,(U)) (8,). | 


Nous ne ferons pas la preuve de ce lemme, entièrement 
calquée sur celle du cas classique, c’est-à-dire du cas d’un seul 


atic te Ae EI. 


polynôme différentiel P(D,) possédant une solution élémentaire _ 


E(x) indéfiniment différentiable dans [ {0}, solution que l’on 


utilise pour établir l’hypoellipticité de P(D,) (voir par exemple 
Schwartz [5], 4-05, proposition 3). \ (Lays 
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Noter que les conditions du lemme 3. 1 exigent que P(¢, D,) 
soit hypoelliptique pour chaque ve V. 
-  Démontrons la proposition 3. 1. Soit E(x, £) une distribution 
sur RZ X Q: remplissant toutes les conditions de la défini- 
tion 3. 2 relativement à P(x, D). C’est une conséquence immé- 
diate de (P,) que E(z, &) est une fonction C de £ dans Q à valeurs 
dans D;; et il résulte de la siege 1.17, que, pour toute 
a(x) = 9,([ (03), on a a(r)E(x, &) e (&(Q)) (8,). 

Ceci dit, posons (zx, €) = F(a, €) — E(a, £). En vertu de 
- ce qui vient d’être dit, et des hypothèses sur F(a, Ë), on a 
D(x, E) © (&(Q)) (Dz) = D,(&(Q)); et il est évident que 
P(E, D,) P(x, £) = 0 pour tout hy Du lemme 3.1 résulte 
alors LE nsdiatetient que (x, £ i aie YG (CAR 
F(a, 6) vérifie (P;); car (6,(Q)) Bs c (&(Q))(k; Añé) quels que 
soient s, d, k, et donc F(z, £) = Ele, 6) + (ar, 6) appartient 
à (&;(Q)) (k; Ag?) si E(a, €) appartient à cet espace. 

F(z, ©) vérifie (P,). En effet, soient un ouvert borné Uc Uc Q 
et w(x) tant Rs dans (P,) associée à U. Posons, pour 


S(e, §) = (&(U)) (92) et T © (E(U))(8:) : 
fs(T) = o(x)RP(a, & D.) ie §) « T(x, §)]. 


On a évidemment fr—fo = fr et fo(T) € (&(U)) (9) pour tout 
T e(&;(U)) (62). Cela permet de AE sans peine que, pour 
ces mêmes T, et tout entier p > 0: 


(fr)(T) = (fx) (T) modulo (&(U))(2). 
Ceci implique visiblement la proposition 3. 1, après le choix 


T(z, ë) A 6,1(&). 


Proposition 3. 2. — Supposons P(x, D) de type progressif 
- sur Q et soit E(a, €) une fonction C* de § dans Q, à valeurs dans 
Di, qui posséde toutes les propriétés de la définition 3.2 (rela- 
tivement à P(x, D)). 

Soit un ouvert borné Uc U <Q. Pour toute fonction w(x) e 9, 
de support dans Q — U, égale à 1 au el de 0, ei ip 
tion T(x, ë) > w(x 2) RP, Ë D.) [E(æ, €) « T(x, &)] de (&(U))(&.) 
dans lui-méme est progressive en SAC Le 

Posons, pour a(x) e D,(Q — U) et T(a, §) e (&(U)) (82) : 


ga(T) = a(2)RP(a, &, Dz) [E(x, : + T(a, §)]. 


ç 
: 
à. 
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Soient alors w(x)e D, pouvant figurer dans (P,) (relative- 
ment à U) et &(x ) D quelconque, à support dans Q — Ur 
et égale à 1 au voisinage de 0. Pour prouver la proposition 3. 24 
il suffit de montrer que, pour tout entier p > js | | 


(g5)(21())=(g)"(8,1(€)) modulo (8;(U)) (2). 

Pour cela, nous raisonnerons par récurrence sur p. Posons 
a= D—W; on a Le = Za — Bu, et a(x) a son support dans 
[ {0}. D’après le corollaire 1 de la proposition 1. 17, E(z, &) 
est une fonction C” de (x, €) dans ( [ {0} ). x Qs. De cela résulte 
que notre assertion est vraie pour p = 1, puisque : 


ga(81(E)) = a(z)RP(2, &, D.)E(x, 8). 


| Supposons notre. assertion établie jusqu'à p —1 (p > 2); 
on a donc: À 


(&a)”(0:1(E ) = Ba[(Bw)?—*(224(8))] + gal F(x, §)], 
où sd) (EU) (8). Mais Elu 8) =p 8 = (6(U)) (6) ot 
done RES e (6(U)) (9). | 
Reste à NAS que 
Bal (Bo) (x(E))] = ga[(80)7(8:1(6))] — (gu)/(221(E)) 

appartient aussi à (&(U)) (9). Pour cela, on utilise le fait que, 
pour tout entier g > 0 (et donc pour g = p —1), (g.)%(6,1(&)) 
est une fonction C® de (x, &) dans ( [ {0} 3 X Oz, ce qui résulte: 
du corollaire 1 de la proposition 17. Comme «(x) a son support 
dans [ {0}, on en déduit bien ce qu’on désirait. | 


DÉFINITION 3.3. — Soient Q un ouvert de R" e P(x, D). 
un opérateur différentiel sur Q. Nous dirons a He D) est 
formellement hypoelliptique sur Q si la famille {P(E, D,)}(E < Oy) 


est formellement hypoelliptique. | 
Raph oswion 3.3. — Si P(x, D) est formellement hypoellip- | 
tique sur (, il en est de même de ‘P(x, D). 

Immédiat ‘en utilisant l'expresriog de ‘P(x, D) et la propo- | | 
sition 2. 1. À | | 


. THÉORÈME 3.1. — Si P(x, D) est formellement hypoellip- | 
tique sur Q, P(x, D) est de type progressif sur Q. 
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- Puisque la famille {P(, D,)} (£ e Q) est formellement hypo- 
elliptique, il existe, en vertu du théorème 2.1, s > 0, d >0 


“et Ex, &) € (6:(Q)) ((Añ)) tels que, pour tout £eQ, 


P(E, D.) E(x, §) = ¢,. Il s’ensuit trivialement que E(a, £) 
vérifie la condition (P,) de la définition 3. 2; tout revient à 
montrer que E(x, &) vérifie aussi (P,). 

Considérons une décomposition interne de la famille {P(é, D)} 
(définition 2. 3): 


PG, D) = $ af)P4D), 


C'est-à-dire que les a,(§) = &;(Q) et que les P{D) sont des élé- 


ments de la famille {P(E, D)}(E e Q). 


Soient un ouvert borné UcUcQ et w(z) e®, une fonction 
de support Kc Q —U et égale à 1 au voisinage de 0. Pour 


| T{a, &) « (B&x(U)) (4), posons : 


f(T) = w(a) RP(a, 6, D.) [E(a, #)+ Ta, #)]. 


Nous allons prouver ceci: quel que soit reR, pour tout 


- entier p > 0, f? définit un élément de (&(U)) (L,(Ag?; Akt?” 4). 


Ceci entraînera que, pour tout p>0, f?(6,1(&)) e (&:(U)) ((AK)), 


- d’où la progressivité de f en 6,1(&) par application de la pro- 
- position 1. 16. 


Pour xeK et £eU, posons 
oe bee = al) ale + SIS, 
f(t) = 3 o(e)bj(a, D {(PAD)B(e, #)}+Te, D}. 


Appliquons d’abord la derniére partie du scholie du théo- 
rème 2.1: pour tout j = 1,,...,7, P,(D)E(a, &) e (&(Q)) (An) 


- et donc l’opérateur P,(D)E(z, §) + appartient a 


(8:(Q)) (Lo(Ak*s Aïe), 


» en vertu du corollaire 2 de la proposition 4. 10. 


D'autre part, b(, £) e (8:(U)) ((6).) (pour &, voir défini- 


tion 1.10) et donc définissent, d’après le corollaire 1 de la 


proposition 1.13, en tant qu’opérateurs de multiplication, 


» des éléments de (&(U)) (L(Añ4; Aït). Enfin, il est clair 


que la multiplication par w(x) appartient à 


(&(U)) (Ly(Att 24; Art?) 


1 
t 
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de sorte qu’au total, f e (&(U))(Li(Ay*; Ar+dd)), Comme r. 
est un réel anbittaives en itérant ce résultat, on démontre 
notre assertion. 


PROPOSITION 3. 4. — Soit P(x, D) 


i D 1 8) dis he 

| nor + (aie ozs tot (2) 024025 
(I) P(x, D) n’est formellement hypoelliptique sur aucun vot- 
sinage ouvert de l’origine dans R? et il n’existe pas de voisinage 


ouvert U de 0 qui possède la propriété suivante: il existe un 
homéomorphisme C* de U sur un ouvert Q de R? tel que le trans- 


formé de P(x, D) par cet homéomorphisme soit formellement 


hypoelliptique sur Q. 
- (II) P(x, D) est de type progressif sur R?. 
Soit U un voisinage ouvert de 0 dans R? et soit x > x’ = x'(x) 


un homéomorphisme C® de U sur un ouvert Q de R?; nous 


noterons 2’ > 2 = 2(z’) l’homéomorphisme réciproque. Le 


transformé Q(z’, D’) de P(x, D) par cet homéomorphisme se, 


définit ainsi : 
Q(a’, D'g(z) = {P(a, D) [9(2'(2)) | Jeane, 9(a’) e 8(Q). 


Preuve de (I). 


Nous supposerons, pour plus de simplicité, que x (0) = 0, : 
de sorte que {2 est lui-même un voisinage de 0. Comme, dansle > 


complémentaire de l’origine, P(x, D) est formellement hypo- 


elliptique, nous pouvons supposer U contenu dans la bande > 
verticale |x,| << 1. Nous noterons u(x,) la jacobienne de * 
l’homéomorphisme xx au point t—; u(£) est une 


fonction C* de £ dans U, à valeurs dans L(R?; R?); c’est un : 


automorphisme aa tout Fe U. 


A la famille “2 (6, D,)} (Ee U) se trouve associée la famille | 
de polynômes P(E, y) = 1 + yi + y + yy} que nous avons | 


étudiée, pour |,| < 1, à la fin du chapitre 11. Posons, comme 1a, 
Poly Jatty ty, P,(y ae yiys. 


Il est aisé de vérifier que l’on a, pour tout &’eQ: 


QE, y) = PEE) Ww) RE, y); 


avec : 


RE’, u-"(6")y) = ays + byiy, + a’yi + b'ysy, + a"y, + b'y,, 


: 


: 
: 


ns ns: 


Î 
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a, b, a’, b’, a”, b" étant des nombres complexes sake dépendent 


de. E ). 
_ De ce fait, on peut déduire deux Snclusioae: 


1) Il existe, pour chaque &’ <Q, une constante C(E) > 0. 
telle qu’on ait, We tout ye R?: | 


SJ IR, a" (E)y)l <|Po(y) | 
CE’) |R(E’, y)| <|Po(u(E’)y)]. 


En particulier, prenons f = dé ce qui entraîne &,(&’) = 0. 
Il existe une constante C © 0 telle que, pour tout ye R?: 
C |Q(0, y)| < |Pa(u(0)y)| 

our tout E’e{), et tout nombre c > 0, il existe une 
constante A(é’) > 0 telle que, pour tout ye R?, on ait: 


A(’) RE, u-"(E)y)| < (4 + ly) -*" (Poly) | + e|P,(y)]). 


- Ceci résulte facilement de l’expression de R(&’, u-‘(&’)y) et 
. de l’inégalité (2. 12). Or tout voisinage de l’origine contient 
un point &’ tel que £,(&’) soit 0. Il résulte aussitôt de l’iné- 
galité précédente que, pour un tel point £’ e (, il existe A > 0 
telle que, pour tout ye R?: 


Ay RE", y)| << (1 + ly))7*" PEE), u(E')y)| 
Mais de cela on déduit que one j est équivalent a 
P(E(E’), u(E’)y). 


Or nous avons vu, à la fin 2 este 11, que si u et » sont 
deux automorphismes de R2, et si t40, on pouvait trouver 
une suite de point y, dans R? telle que 


lim P(0, uy,) [|P(t, eyy) |] = 0 


et donc: 


En prenant mnt jw ==. U(0) eto = p(E'), et en utilisant 
- les conclusions de 1) et de 2), on voit que Q(&’, y) ne saurait 
être plus faible que Q(0, y). 


Preuve de (Il): 
- Appelons E(x, E) la transtaymée 4 Fourier réciproque de 


PE, y) 


. [ls uit que E(a, £) vérifie la condition (P,) de la défini- 
tion 3. 2; reste à prouver que E(x, &) vérifie (P2). | 


- Nous avons déjà prouvé que E(x, §) e (&(U)) (1/2;A°'/). 


ous 
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On a: RP(z, 6, D.) = t%P,(D). Remarquons que : nous. 
n'avons pas à nous préoccuper de définir les ouverts. 


où varient x et.&, car RP(x, &, D.) a un sens pour tous:x'et Ë 
dans R?. Supposons que le voisinage ouvert U de ‘0 soit 
relativement compact, et soit w(x) «9, égale à 1 au :voisi- 


nage de 4 nous noterons K le support de w(x). Posons, — 


pour T(a, &) e (&(U)) (6) : vee 
pc iw(x)a, {[P,(D) E(x, €)] « T(x, §)}. ¥ 

Il nous faut prouver que f est progressive en 6,1(£). Posons 

S, = f(è,1(E)) (p entier > 0). Pour tout entier g, on a,, si 


os 
g+1 


8, = io(a) D (TT ") EP(DIE(, ®)] (18,4) 


_ Étude de x®P,(D)E(z, Ë). TRE Pre 
, Remarquons que (ira, )" P,(D)E(a, Ë) est la transformée de 


à \"r P,(y) fé 
Fourie éciproque de( à ) ter ui est une somme finie 
r réciproqu a) LPE, y) q nme à 


à; termes de la forme : ; ; opp alle 


(3.1) [Prer(y)PG, y), ..., PME, WIPE PV 


où nous pouvons toujours supposer m = 0 ou 1 et, sij > 4, : 


m,= 1 ou 2, (i—=1, ..., 7), carle degré par eyes à y. de P,(y) 
est 1 et celui de P(E, y) est 2. Ona: mo +m + : ‘+ m=m. 


Il est facile de voir (cf. fin du chapitre 11) qu’il existe B a +oo : 


telle que, pour tout § e af ol 1, rs et tout ye R’: 
[Pm PE, y) < B(L + [yl)-"IPE, y)|- 


Il en résulte que le terme ki 1) est majoré, en valeur absolue, 
pour ces Ë et ces y, par: 


(8. 2) B'(L + ly) ™*™| Prey) PCE y) 
Si M = 0, Send it 2) est majorée par: 
(3.8) t+ lyons". 


Cela résulte immédiatement de l'inégalité (2. 13). Si My = 4, | 4 
on applique l'inégalité (2: 15) et l’on trouve que (3. ss est) J 


dans ce cas aussi, majoré par (3. 3). 
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Ceci prouve que, pour chaque F< U, a?P,(D) E(a, €) e A"? 
Par un raisonnement tout à fait analogue au précédent et 
à celui qui nous a servi, à la fin du chapitre 11, à prou- 
ver que E(x, &) e (&(U))( 4/2; A*'/*), on peut prouver que 
2 P(D)E(a, &) © (&(U))(4/2; Ant th), 

Preuve de progressivité de f en 6,1(&). 

On voit que, pour tout entier q > 0: 


AS, ca iw (x) x” 'P,(D) E(x, fje (&(U)) (1/2; Agr'P 4/83), 
Prouvons, par récurrence sur p, que 
aS » € (&(U) ) (1/2; Ag+rP jui 


pour tout entier p > 1. Pour cela, utilisons l'expression de 
xj5, écrite au début. | On a, en vertu de la récurrence sur p: 


LORS maar = (&(U ))( 1/2; Alaa OP costs 
_ et d’après ce que nous avons démontré plus haut : 
xiP.(D) E(x, &) © (&(U)) (1/2; A1/2:1h2), 


Appliquons alors la proposition 1. 10 et la proposition 1. 14, 
et tenons compte du fait que 


q+1—r-+ (p—14)/2 + (r—1/2) = q + p/2: 


on obtient exactement le résultat voulu. ‘ 
En particulier, S, e (&:(U)) (1/2; Ag’); la progressivité de f 
en 6,1(&) résulte alors de la proposition 1. 16. 
c. q. f. d. 


L’intérét de la définition 3. 2 provient du résultat suivant : 


TuéoRèMe 3. 2. — Soient Q un ouvert de R" et P(x, D) un 
_ opérateur différentiel sur Q. Si ‘P(x, D) est de type progressif 
sur Q, P(x, D) est hypoelliptique sur Q. 
» Pour simplifier les écritures, nous échangerons les roles de 
_ P(x, D) et de ‘P(x, D). Nous supposerons P(x, D) de type pro- 
_ gressif et prouverons que ‘P(x, D) est hypoelliptique. 
Soient alors E(x, €) une distribution en (x, Ë), sur R? X Q, 
pouvant figurer dans la définition 3. 2 (associée à P(x, D)), 
un ouvert borné Uc Uc quelconque. Soit w(x) e ® re U) 
 égale à 1 au voisinage de 0. Posons, pour T e (&(U)) (6:) : 


f(T) = o(a) RP(x, , D.) [E(x, €) + T(a, 8]; 
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ensuite : Sp(2, €) = Se4(E), Sp(a, €) =f(Spa(a, €) pourp=4, 2, ...5 
et: 
E(a, 6 = 3S(2, +E(z, 8), 9=0,1,... 
J=0 
Remarquons alors que P(x + &, D) = P(&, D) — RP(z, 6, D). 


Par conséquent : 


o(a)P(e+&, D)E,(x, 8) = À Sy(a 2) —S,.(a €) 
= ,(x, E)—S, a(x, E) = 8A (E) —Sy 2, (a, &) 
Nous poserons 
N,(a, €) = E,(x — &, €) et L,(x, §) = S,..(a—6, &). 
On a alors: 
o(x—E)P(x, D)N,(x, &) = e(t—t) —L,(x, &). 


D’après les propriétés de w(x), tout point x, de U possède un 
voisinage ouvert V(z,) tel que w(zx) soit égale à 1 sur V(x,) — V(z,). 
Fixons arbitrairement ze U et posons V = V(a,). Pour 
(x, E)eV, X Ve, on a w(a—&) = 1 et donc: 


(3.4) P(a, D)N,(a, E) = dx — ) —L,(x, 8). 


(I) Pour tout entier 4 > 0, on peut trouver un entier g >0 
tel que L,(a, €) soit une Abo CF de (x,£) dans V, x Ve. 

En effet, puisque f est progressive en 6,1(), pour tout 
me N, on peut trouver ge N tel que S,.,(x, §) soit une fonc- 
tion (2H de (x, ë) dans Ri x Ur. 

Utilisons maintenant la propriété (P,) (définition 3. 2) de 
E(x, §) et toutes les propriétés (maintes fois appliquées) des 
espaces A“ et 6,(k; E,) : on voit qu’il existe un nombre d > 0: 
et un nombre 0 Ge 3 1 et, pour chaque entier g >0, un 
réel s, tels que E,(z, €) e (8(U)) (k; Aig’). Ce fait a trois consé-" 
quences : | 

Pour tout ge N, E,(z, §) est une fonction C* de £ dans U,* 
à valeurs dans 9! et done" | 

(II) Pour tout entier g >0, N (2, €) est une fonction C? 
de —& dans V à valeurs dans ®! L(V). 

D’après le corollaire 1 de la proposition 1.17, E,(a, &) est 


une fonction C® de (x, &) dans ( [ {0} ). x Us, et donc: 
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(III) Pour tout entier q >0, N,(a, &) est une fonction C” 
de (x, £) dans le complémentaire de la diagonale, dans V, X Ve. 

Enfin, par application du corollaire 1 de la proposition 1. 18 : 

(IV) Pour tout entier q > 0, N(x, &) e 8,(V) (Dz(V)), c’est-a- 
dire que œ(£) > | N,(x, &) ¢(&)d— est une application linéaire 
continue de D(#) dans 9,(V). 

Un raisonnement bien connu, dû à Schwartz (voir [1], 
T. I, 2€ édition, p. 137), permet de déduire l’hypoellipticité, 
dans V, de P{x, D) à partir de l’équation (3. 4) et des faits 


(I), (IT), (IIT) et (IV). Comme U est un ouvert borné arbitraire, 


tel que U c Q, et comme » est un point arbitraire de U, ceci 
prouve l’hypoellipticité de P(z, D) dans Q. 


eee 
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DÉMONSTRATION DU LEMME 2.5 j 


4. Le nombre m. 

Désignons par 8 le sous-espace vectoriel de © engendré 
par les bo, b,,..., b, .... Puisque 8 par hypothèse est de 
dimension finie, il existe un entier » >0 tel que les b,, ..., by 
engendrent $ (remarquer que si on remplace « engendrent » 
par « constituent une base de », il se peut qu’il n’y ait aucun 
tel entier 4). Nous désignerons par mle plus petit entier » ayant 
cette propriété. Alors, pour tout entier k > 0, il existe m + 1 


constantes complexes c/(j = 0, 1, ..., m) tellesqueb, = Y cb; 
j=0 


2. Plan de la démonstration. 

La preuve va consister essentiellement en une cascade de 
récurrences. Les raisonnements seront tous parfaitement élé= 
mentaires; nous devons simplement nous préoccuper dors 
donner de facon correcte les récurrences. 


Première récurrence. 

Sur l’entier n, bien entendu. Bien que le résultat à démontrer 
ne soit énoncé, dans le lemme 2. 5, que pour n > 1, nous débu- 
terons la récurrence a n = 0, avec la convention suivante, que 
si n = 0, l’ensemble d'indices (S15 --., 8) est vide et qu ‘alord 
b,,... 6, = 1. La propriété s’énonce dans ce cas: a, a, @ Wg 
Si m est lui aussi nul, nous conviendrons que l'an "di in- 
dices (r1, ...,r») est tite et que a,,... a, —1. Dans tous les. 
cas, pour n = (, le résultat est trivial. 
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Deuxième récurrence. 

Le résultat à démontrer étant que, pour tout a tous 
a +> ha.» et tous s,,...,8,, On a a,a,, ae OR 3 DE. ae! 
(en supposant désormais n > 1), nous raisonnerons par récur- 
rence sur h. Pour cela, il nous faudra démontrer cette appar- 
tenance lorsque h = 0. 

Pour les références ultérieures, nous appellerons (À, ;) 
cette méme appartenance dans le cas général (i.e. pour h 
quelconque). 


Troisième récurrence. 
Au lieu de démontrer directement (A, ;) nous démontrerons, 


pour tout M — 1, ...,m, le fait suivant: 
(A, nu) On a, pour tous ru, :.., Pmen Ct TOUS 81, ..., Sp, 
3 M y 
: Any 4, nr Gig Dre OS yf. 


On a (A,»:1)= (A, x»). Nous raisonnerons par récurrence 
descendante sur M; il nous faudra donc établir d’abord le résultat 
pour M = m. Pour cela, à titre de résultat préliminaire, il 
nous faudra établir, pour tout 7 = 0, 1, ..., m, le fait suivant : 

PSN Od, pour tous 7,030 men Cb TOUS sy)... , 55, 


Ge. bib, à. be À 


j +1 
al 
h i+2 


Quatrième récurrence. | 18h) 
Nous démontrerons (A, ;.;) par récurrence (ascendante) sur 7; 
il nous faudra donc commencer par prouver (A, ;:0). 


Plan de la démonstration. 

Nous prouverons, dans l’ordre: (AÀ,,.;), ] = 0,1, ...,m; 
Du), M—=T1,:..,m, ce qui donnera, pour M =1, (A,,,). 
Los (Anal Le by 2.1, M; Cdt 


M = 1, ..., m, ce qui donnera, pour M = 1, (A, »). 


3. Preuve de (A An, 054) y= 0.1, +. m). 


(A,o;0) est vrai. En effet, il s’exprime ainsi: pour tous 
Dre, we oy Mtn Ot tOUS Say - 2e, Sn: GpDoGr, +» + An Ds, + + - b, .eY. 


Or, d’après l’équation (&), &b5 = 1; donc la récurrence sur n 
s’applique. 


| 


Prouvons (A,,o;;) pour j >1. Multiplions l’équation (e;) 
par ai Ors 2+ Op Jb, jee qui donne 


men “2 


70 FRANCOIS TREVES 


* 


j | 
> (7)4)-,ata,,.. 2 a, = bby: (a fy = 0. 
q=0 \7. 


x > LA 7 
Dans la somme, le terme correspondant a q peut s’écrire; 


si gj —1, (jee... ..d, bb, + .b;, Où certains des a,, 


m+n 
(a > q + 2) peuvent être égaux à a. D’après la récurrence 


sur 7, ce terme appartient à Ÿ. Il en résulte que le terme 
correspondant à q=j, doit, lui aussi, appartenir à Y. Or 
ce terme est asta, DE Ar, , dibs, - tr 


4. Preuve de (A, ,m) pour M = m. 
Il suffit de prouver que, pour tous rn.,; ..., "min et tous 
S3--.5n ON A pd, -- Se Pare Oa. Ba 0 1 effet, d’après | 


(A, “in on a, pour tout I= ht, LM ata © 
bb, Fd b,. © A. 


aya, ; 


à, 


ee 
+4 m+n 


On aura donc, pour tout s,: 


m 
m +. j 4m ” 
Ay, rm Os, degree Os, = » ci a rs Arms 005,08 el. 


j=0 
Multiplions (ace. à par aa... a... Ds, b,. Nous. 
obtenons : 
m+r | 
Sis m sas Tin+1 m b b b sl 0 
x q Bin + rm y 4 — 100 Ory, 4? coy Ap OG $9 9 99 Ss coe à 
qI= ° 


' à ‘ 
Nous raisonnerons par récurrence sur r,,,,; les faits (A, 4. 


impliquent que pour r,,,—0 et pour tous rp. 


of | Tran 
et tous S1, ..., Spy Apap, 


on™ RUE b, €M. (en effet, 


+1 m 
(A, o;;) implique que cela est vrai pour s, — j, j = 0,1 
m; cela est vrai alors pour tout s, car les bj, j —0, 1, 
-., m, engendrent 8). Supposons done cette appartenance 
vérifiée jusqu’à r,,, Sr — 1 et prouvons-la pour r,,, =r. 
Dans la somme précédente, les termes correspondant a 
des indices g << m — 1 sont dans Y en vertu de (A,, o,,). Quant! 
aux termes correspondant à g > m + 1, ils sont aussi dans Y” 


À à. sidi dti 


té 
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du fait que m+rh,;—q<r—1 (ici "mat = T) et que donc 
la récurrence sur r,.; s'applique. Il s’ensuit que le terme 
correspondant à q—m est aussi dans %. Ce terme est 


m+r\ , 
( jesa . Oy dnb, . ee b,. 


m 


5. Preuve de (A,,w) pour 1<M<m—1. 

Nous raisonnerons par récurrence sur s,; remarquons que 
pour s,; < M — 1, le résultat découle de (A,,..;). 

Nous raisonnerons aussi par récurrence sur FM +15 d’après 
la récurrence descendante sur M, le résultat est vrai si ru, , = 0. 

Multiplions (Cocmrhi ga) par Go AE es Hot, 402 Da a Nous 
obtenons : 


Ca ES 
à, ( q dos, + el OU ES cee Ay, 040s, eee b.. — 0. 


Les termes correspondant à q < s, — 1 sont dans À en vertu 
de la récurrence sur s,; ceux correspondant à q > s + 1 
sont dans À car alors s, + rw,, — q < rm,, —1 et la récur- 
rence sur ry, S applique. Il s’ensuit que le terme correspon- 
dant a q = s, est dans J, et c’est ce que nous désirions. 


6. Preuve de (A, ;.,) pour h > 1. 
Multiplions (e,) par 1 CENT: 7 b,. : -b,. Il vient : 


AnAy, ++. ay, bols, oe on 
h 


Mais la somme du Sais membre de cette équation est 
dans Ÿ en vertu de la récurrence sur h dans (A,,,); donc le 
premier terme aussi est dans Y. 


7. Preuve de (A,,,,;) pour j—4, ...,m. 


Multiplions (e,.,) par aja,. ...a.,.,b.,...b.. Nous obtenons : 
jah . + h ’ 
A4 q Eee ° a, Dab... oe b,. = 0. 


Les termes correspondant à q < j — 1 sont dans Ÿ en vertu 
de la récurrence sur j; ceux correspondant à q >] +1 sont 


l 
"1 
on: 
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dans 9{ en vertu de la récurrence sur h dans (A,,,)- Il en résultew 
que le terme correspondant à q = j est dans Ÿ et c'est ce que, 
nous désirions. ‘i 


8. Preuve de (A, mu) pour M = m. | 
En raisonnant comme au n° 4, mais en s’appuyant ici sur 
(A,,n;j), on voit qu'il suffit de prouver que 


Oy Op esr En use DE À 


Ici comme au n° 4 on raisonne par récurrence sur rp,, et la 


marche des raisonnements est identique a celle suivie dans 
le n° 4, avec a, à la place de ap, à ce détail près que le résultat 
pour r,,,;=0 découle maintenant de (A,,o,,) (identique à 


(An, 0)). 
9. Preuve de (A, ; m) pour 1<M<m—1. 


On raisonne exactement comme au n° 5 en substituant a, 
à d et en utilisant (A, :.;) (J = 0, 1, ..., m) au lieu de (A, .;). 
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ENSEMBLES %-ANALYTIQUES ET ‘k-SOUSLINIENS 
CAS GENERAL ET CAS METRIQUE 


par Gustave CHOQUET, Paris. 


Le cadre de la théorie classique des ensembles analytiques 


_ est celui fourni par les espaces métriques. Nous avons, dans 


un travail antérieur (+), tenté d’élargir ce cadre en appelant 


ensemble Â-analytique tout espace topologique séparé qui est 


image continue d’un K,;5 d’un espace compact; nous avons 
également ébauché l’étude d’une autre classe d’ensembles, 


- celle des ensembles Â-sousliniens. 


Nous montrerons ici, d’abord que ces deux notions sont 
essentiellement équivalentes, puis que dans tout espace 
métrique, elles coincident essentiellement avec la notion 
classique. | 

Ces deux faits contribuent à justifier l’extension proposée (?). 


1. Rappel de notions sur l’opération (A). 
L'opération (A) est une opération abstraite qui généralise 
les superpositions dénombrables de réunions et intersections 
dénombrables; elle sera notre outil de base. 
Rappelons sa définition et ses propriétés (°). 


2) Cuoquet G. — Theory of capacities, Ann. Inst. Fourier, t. 5, 1953, ch. 1, 


… pp. 138-145. | 


(2) Une autre justification est le fait que la théorie des capacités a pour cadre 


naturel les ensembles H-analytiques. 
(3) Pour l’étude de l’opération (A), voir W. Srerpinsxt, Algébre des ensembles, 


_ Monografie Matematycne, t. 23, 1951, p. 185. 
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Soit S l’ensemble des suites finies d’entiers > 1: 
(s = (my Mayo + 5 My) )e 
Soit © l’ensemble des suites infinies d’entiers >1: 


(o a (nm, Nas + ))- 


On écrit ss (resp. s 2s’) lorsque s est une section 


commengante de s (resp. de s’). 

On écrit ¢, < 5, lorsque pour tout p, l’élément de rang p 
de 5, est majoré par l’élément correspondant de 5,. On définit 
de même s, < s,, mais seulement pour deux suites s,, & dont 
les longueurs |s,| et || sont égales. 

Soit maintenant E un ensemble et # une partie de $(E), 
stable par intersection dénombrable. 

On appelle système déterminant sur 4% toute application A 
de S dans #: s > H,, telle que (s 4 s’) =» (H,DH,). 

On prolonge À à Ÿ en posant, pour tout sed: 


H,.=:f;):H, 
sc 


On appelle noyau du système déterminant A l’ensemble 
H(A) =(JH, 


Tout ensemble de la forme H(A) est appelé #-souslinien. 
On désigne par A(#) l’ensemble de tous ces ensembles. On a 
évidemment # € A(d). On démontre (*) que A(d#) est stable 
par l’opération (A), autrement dit A(A(96)) = A(3%), et que 


A(#) est stable par intersection dénombrable et par réunion « 


dénombrable. 
En particulier, si B(#) désigne la plus petite partie de (QE) 


contenant 4 et stable par réunion et intersection dénombrables : 


(ses éléments sont dits 4-boréliens), on a B(#)c A(%). 


Schéma de projection. — Soit (H,) un système déterminant 
sur $(E) et soit H(A) son noyau. 

Dans 2 on appellera ilot d'indice s (où se S) l’ensemble }, 
des o de À telles que s + 5. 

On appelle ensemble élémentaire d'indice s la partie 


G, = 2, x H, de a KE 


somsarens © 


es 


Pike 
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Pour tout entier p, on pose [', = U G,. 
Is|=p 


On pose enfin [= ay et on dit que [est la partie de 


x x E associée canoniquement au systéme donné. 
Il est immédiat que: 


H(A) = projection de [ sur E. 


2. Espaces K-analytiques. 


DÉFINITION 1. — Soit À un espace topologique. On dit que 
A est À-analytique si A est séparé (*) et si A est l’image continue 
d’un À,; d’un espace compact; c’est-à-dire s’il existe un espace 
compact F, un ensemble BC F qui soit un K.; de F, et une appli- 
cation continue f de B sur A. 


Conséquences immédiates. — 1) Toute image continue séparée 
d’un espace Â-analytique est KH-analytique. 

2) Toute image continue séparée d’un K,; d’un espace 
topologique séparé, est H-analytique (utiliser le fait que ce Kgs 
est contenu dans un K,) 

3) Tout fermé d’un espace K-analytique est H-analytique. 

4) Tout produit topologique dénombrable d’espaces K-ana- 
lytiques est A-analytique. 


Proposition 1. — Dans un espace séparé E, toute réunion 
ou intersection dénombrable d’ensembles K-analytiques est K- 
analytique. 


Plus généralement le noyau de tout système déterminant dont 
les éléments sont K-analytiques est K-analytique. 


Démonstration. — Pour la premiére partie de la proposition, 
voir Choquet, loc. cit. 

Pour la seconde partie, nous allons utiliser le schéma de 
projection introduit ci-dessus. 

Soit (H,) un systéme déterminant dont tout élément soit 
une partie K-analytique de E. 

L’espace & = N°, muni de la topologie produit de NX est 


(4) Cette restriction semble inutile au début de la théorie, mais elle est indispen- 
sable à l’obtention des théorèmes essentiels. 
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homéomorphe à l’ensemble des irrationnels de [0, 1]; il en 
est de même de chaque étoile 4,; chaque À, est un Kgs de 
[0, 1] donc est Ji-analytique; done G, = 2, X H, l’est aussi, 
donc aussi l, puis [’. 


Le noyau H(A) est la projection de [sur E; il est donc, 


aussi À-analytique. 


3. Ensembles Â#-sousliniens. 


DériniTion 2. — Soit E un espace topologique séparé et 
soit ACE. On dit que A est K-souslinien dans E si A est le noyau 
d’un système déterminant sur l’ensemble R(E) des compacts 
de E. 

Notons que le fait pour A d’être -souslinien n’est pas 
un invariant topologique; il dépend de l’espace E dans lequel 
est plongé A. 


Conséquences immédiates. — 1) L'ensemble des ensembles 
H-sousliniens dans E est stable par l’opération (A). 2) L’in- 
tersection d’un ensemble Ji-souslinien dans E et d’un fermé 
de E est &#-souslinien dans E. 


_ Invariance par application continue de E dans F. 


Proposition 2. — Soient E et F séparés. Soit f une appli- 
cation continue de E dans F. 
. L'image par f de tout ensemble K-souslinien dans E est 
K-souslinien dans F. 


C’est une conséquence immédiate du lemme plus précis 


suivant. 


Lemme 1. — On définit E, F et f comme dans la proposition 2. | 


Soit (H,) un système déterminant sur K(E). Alors (Hj), défini 


par H; = f(H,), est un système déterminant sur R(F) et on a « 


la relation : 
Noyau de (f(H,)) = f (Noyau de (H,)). 


Démonstration. — Comme F est séparé, tout f(H,) est 
compact; la décroissance de H, est évidente. 
Or pour toute suite décroissante (K,) de compacts de E, 


il est connu que 
(1f(K,) = (Ks): 


ee te inal 
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Il en résulte que pour tout ce %, on a Hi = f(H,). 
D'où UH;= UF) = que H. 


C’est bien la relation cherchée. 


4. Comparaison des ensembles X-analytiques et X-sousliniens. 


Lemme 2. — Soit E un espace séparé; soit A une partie 
À-analytique de E contenue dans un K,. Alors A est la projection 
sur E d’un K;; de l’espace produit de E et d’un espace compact 
auxiliaire. 

Voir la démonstration dans Choquet, loc. cit. 


Lemme 3. — Tout K,5 d’un espace séparé E est K-souslinien 
P P 


Bans E. 


C’est un cas particulier du fait que tout ensemble #-borélien 


est d-souslinien. 


THÉORÈME 1. — Soit X une partie d’un espace séparé E; 


“pour que X soit K-souslinien dans E, il faut et il suffit que X 
soit K-analytique et contenu dans un K, de E. 


Démonstration. — 1) Soit (H,) un système déterminant sur 


| R(E), de noyau X. On a évidemment XC UE, donc X est 
* dans un K,. 


D’autre part, tout H, est A- analytique; il en est donc de 


même de X d’après la proposition 1. 


LR NS, 


2) Si X est H-analytique et contenu dans un K,, il résulte 
de la proposition 2 et des lemmes 2 et 3, que X est H-sous- 


-linien dans E. 


CoroLLAIRE 1. — Pour qu'un espace K-analytique soit 


- plongeable dans une espace dans lequel il soit K-souslinien, 


il faut et il suffit qu'il soit, plongeable dans un espace séparé 


qui soit un K,. 


Il serait intéressant de montrer par un exemple que tout 


espace R-analytique, n’est pas plongeable dans un K, et de 
trouver des critères simples pour qu’il en soit ainsi. 


See ee A 


| 
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Notons qu'il est faux que tout espace #-analytique soit 
plongeable dans un compact, puisqu'il existe des espaces 
dénombrables non compactifiables. 


5. Cas des espaces métriques. 


DÉFINITION 3. — On appelle espace analytique classique 
tout espace métrisable à base dénombrable qui soit l’image 
continue de N® (homéomorphe à l’ensemble des irrationnels 


de [0, 1]). 


THÉORÈME 2. — Pour qu'un espace métrisable soit analytique 
classique, il faut et il suffit qu’il soit R-analytique. 


CorozLaire 2. — Soit X une partie d’un espace métrisable E. 
Pour que X soit K-souslinien dans E, il faut et il + the "ul 
sout analytique classique et contenu dans un À, de | 


Carine 3. — Tout espace K-analytique noire ble est 
plongeable dans un espace compact métrisable (y roues il 
est K-souslinien). 

Ces corollaires sont des agree simples ded théorèmes 
1 et 2. 


Démonstration du théorème 2: 

1): L'ensemble des irrationnels de [0, 1] est un K,3 de [0,1]; 
donc tout espace analytique du sens classique est X-analy- 
tique. 

2) Soit E un espace R-analytique re rindhlet 
a) Montrons d’abord que E est à base dénombrable. 

Soit É un espace compact contenant E (il existe de tels E, 
en général non métrisables). D’après le théorème 1, E est K-sous- 
linien dans FE, c’est-à-dire est le noyau d’un système déter- 
minant (H,) de compacts de É. | 

Soit £ un nombre > 0; nous dirons qu'un H, est e-fini s’il 
existe un recouvrement de ENH, par une famille finie de 
boules ouvertes de E de rayon £ pour une Le choisie 
sur E. Posons : 

H; = ¢ si H, est e-fini; H! = H, eg des cas contraire. 

Les H; constituent un système déterminant de compacts; 


a 
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si son noyau n’est pas vide, il existe un Hj non vide; cet 
HS est de la forme: 


H, = Hi NHi,,,...NH.,,.N... 


np 


HAE MH (1. 


D’autre part H est un compact de E, donc métrisable: 
il existe donc un recouvrement de Hj par une famille finie 


de boules ouvertes w; de E, de rayon ¢. L’ensemble Lo, est 


la trace sur E d’un ouvert Q de E; il existe un entier p tel que : 
H,,.n CQ donc aussi oe age Uo, 


autrement dit H,,.,, est e-fini, d’où H,,,.., np = #, Contrai- 
rement à l’hypothèse. 

_ Cette contradiction montre que le noyau de (Hj) est vide; 
il éxiste donc un entier p tel que, pour toute s de longueur 
- > p, H soit vide, c’est-à-dire que H, soit e-fini. 

Il n’y a qu’un infinité dénombrable de telles suites s, donc 
E peut être recouvert par une famille dénombrable de boules 
de rayon &. 

b) Comme E est à base dénombrable, il possède une compac- 


tification É métrique. Donc E est le noyau d’un système déter- 
minant (H,) de compacts d’un espace métrique compact. 

La théorie classique montre alors que E est image continue 
de & = N®. Voici une esquisse de démonstration de ce fait 
bien connu : 

On montre d’abord que l’on peut remplacer (H,) par un 
autre système dans lequel aucun H, n’est vide, puis celui-ci 
par un autre dans lequel tout H, est non vide et a un diamètre 


(dans É) qui tend vers 0 avec |s|. 


La partie [ de Z x E associée canoniquement à un tel 
système (H,) est évidemment le graphe d’une application 


continue © de ¥ dans E et l’on a: 


E = proj. (= 02) 
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FORME | ABSTRAITE DU THEOREME DE CAPACITABILITE, 
par Guetres CHOQUET, Paris. 


+: Le théorème établissant la capacitabilité des ensembles 


- boréliens et analytiques semble à première vue ne pas pouvoir 


prendre une forme abstraite (c’est-à-dire ne faisant pas appel 


-à la topologie) puisque les ensembles analytiques sont définis 
‘comme images continues de certains ensembles; et en fait 


la démonstration utilise (*) les notions de produit d’espaces 
topologiques et de compacité. 
Cependant nous allons voir qu’on peut donner à ce théorème 


une forme et une démonstration purement abstraites. On y 
gagnera en généralité et en simplicité. 


Le passage de ce théoréme abstrait au théoréme antérieur 


s'obtient grâce à un théorème reliant les notions d’ensemble 
. R-analytique et d’ensemble Â-souslinien (?). 


A côté de l’énoncé général, nous en donnerons un autre 


- qui, sous des conditions plus faibles, fournit la capacibilité 
- d’ensembles qui sont, dans notre cadre abstrait, l'équivalent 


des . fans” 


1. Théorème de base. 


: soit #6 une partie de 


DÉFINITION 1. 


-QUE), stable par réunion finie et intersection dénombrable, et 


telle que se. 


(1) Cnoquer, Theory of capacities, Annales de l'Institut Fourier, t. 5, 1953, ch. 6, 


pp: 221-224. 


(2) Cnoquer, re Rnb et R-sousliniens. Cas général et cas métrique, 


- dans ce même fascicule. 
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On appelle capacité abstraite sur (E, 4) toute application 


croissante f de $(E) dans R= [— co, + 00], telle que: 
1) Pour toute suite décroissante (H,) d'éléments de #, on ait 


(1) (NH) = lim f(H,). 


2) Pour toute suite croissante (X,) de parties de E, on ait 
(2) f(UX;) = lim f(X,). 


Exemples. — 1) # est un o-corps de parties de E; f est la 
mesure extérieure associée à une mesure positive finie et 
dénombrablement additive sur #. 

2) E est l’espace R"(n > 3); 4 est l’ensemble des compacts 
de E; f est la capacité extérieure associée au noyau de Riesz 


reo" <a 2). 


Dérinition 2. — Une partie X de E est dite (f, #)-capa+ 
citable (ou plus simplement capacitable) si | 


f(X) = sup f(H) 
HEX, 


Evidemment, pour toute suite croissante (X,) d’ensembles 
capacitables, la réunion des X, est capacitable; en particulier 
comme tout X e 4 est capacitable, toute réunion dénombrable 
d’éléments de # l’est aussi. Le problème consiste maintenant, 
à trouver une vaste classe d’autres ensembles capacitables. 

Il est évident que si l’on compose f avec une application” 
continue 9 strictement croissante de R dans R, les théories 
relatives à f et 9 (f) sont isomorphes. Nous en profiterons pour 
supposer dans la démonstration qui suit, que f est bornée. 

Nous allons utiliser ici des propriétés de l’opération (A); 
nous renvoyons à un travail antérieur (?) pour la terminologie, 
les notations et le rappel de ces propriétés. | 


Tutortme 1. — Soit f une capacité abstraite sur (E, %). 
Tout ensemble #-souslinien de E (donc en particulier tout” 
ensemble #-borélien) est (f, 6) capacitable. | 


Démonstration. — Soit (H,) un système déterminant sur %, 
et soit À son noyau. | 


entier a, tel que 


CA 


Zo 
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+ Pour tout s eS, posons: 


A,=(JH, puis B,=([JA,. 


s3¢ see 


On a les relations : 
A= VAs ts .AeUA..() 
d’ou y } 


(3) B, = U Ay, n° 


Donnons nous un nombre € > 0. 
De A ar lid Ay et de la relation (2) résulte qu’il existe un 


f(B4) > f(A) — ¢/2. 


Supposons définis les entiers a,, a, ..., @)_,. Des relations 
(2) et (3) résulte qu'il existe un entier a, tel que 


F (Bag, a. 29) > TEBE cht hep (1 e/2P. 


Par addition, ces inégalités donnent 


(4) f (Ba, a,..a,) > F(A) —«. 
Posons lasadeh Ess 
=e 


pour tout s, ona À,C H,, d’où B,C L.. 
La relation (4) donne donc 


En F(Lananrap) > (A) — €. 


Or la suite (L(p) = 13.4) est une suite décroissante d’élé- 
ments de 46. Posons L =()L(p); c’est un élément de 96. La 
relation (5) donne : P 


f(L) = lim f(L(p)) > f(A) — e. 


Donc si l’on peut montrer que LC A, on aura bien montré 
que A est capacitable. 


(3) Nous désignerons par (s, n) la suite finie formée en prolongeant la suite s par 


l'élément n. 
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Désignons par « la suite infinie (a,, a,,...) et para, la suite 
finie (a,, &, ...,@)); on a: 

L=()L(p) = alas U H.) = UJ HcUHe=A. 
s< ap <a = : 

De ces relations, la seule non évidente est l’égalité du milieu; 
c’est une relation algébrique connue qui se démontre facile- 
ment en utilisant le fait que, pour tout p, les s qui sont < a, 
sont en nombre fini. 


2. Capacitabilité individuelle. 


Dérinition 3. — Soit E un ensemble et soit #& une partie 
de $(E), stable par intersection dénombrable. 

Soit f une application croissante de $(E) dans R, vérifiant 
la condition (1) de la définition 1. 

‘On appelle suite privilégiée toute suite croissante (H, ) d'élé- 
ments de 4 telle que, pour tout XC E, on ait: 


(2’) ft (U(X H,)) = lim f(XNH,). 


On désigne par 36, l’ensemble des parties de E qui sont réunion 
dune telle suite et par #5 l’ensemble des ACE de la forme 


A= (\A, où A, e dés. 


THÉORÈME. — Avec les notations de la définition 3, tout 
élément de 3 est (f, 4)-capacitable. , 


Démonstration. — Elle est calquée sur une démonstration 
antérieure (Choquet, loc. cit.) : | 


Soit Ae dj. On peut écrire A = (A, avec A, = Ua 


où la suite p — A? est pour tout n une suite privilégiée: 
Soit € un nombre > 0. | 
Posons af = Af) A?; d’après (2)’ on a: 


f(A) = f(U at) = Him f(a?). 
Done il existe p, tel que 


f(A) — flat) < ¢/2. 
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Supposons défini a» CA. 
Posons af ,, = af{NA?.,; d’après .(2)’ il existe p,,, tel que 


Far) — f((ahast) <'e/2". 
Ajoutons les n premières inégalités ainsi obtenues; on 
obtient : CRE | 
f(A) — far) <e. 


La suite (a?) est décroissante; posons a, = (\ ape; 


| d’où | = AN dede 


Or HE AL) d’où A AmCA, d’où a. = () Age Las 
Ainsi, d’une part a, € #; d’autre part, si on pose B, = ‘a Arr 
la relation a; — NB. entraîne d’après (1) que $ 


f(a.) = lim f(B,) > lim f(afr) > f(A) — e. 

Donc f(A) = sup f(H), 

| HcA 
HE # 
ce qui démontre le théorème. 

Application. — Nous montrerons dans un autre travail 
que si E est un espace compact, N une application de E X E 
dans [0, + o], semi-continue inférieurement, et continue 
hors de la diagonale de E X E, et si f désigne la N-capacité 
extérieure associée à ce gs ‘'N, on peut appliquer à f le 


théorème 2. 


Plus précisément, si on prend pour 4 l’ensemble des compacts 
de E, on montre que toute suite (H,) d’éléments de 4 qui est 


. régulièrement croissante (*) est privilégiée. En particulier, si 


| LÉ J 


à te 


tout ouvert de E est un F,, tout G; de E appartient à #5; 
il en résulte que tout G; et tout F; de E sont capacitables. 
Ce résultat suffit aux besoins de la théorie du potentiel. 


3. Extensions du théorème 1. 


Le théorème 1 ne couvre pas l’ensemble des cas dans les- 
quels on a besoin d’un théorème de capacitabilité. Il est peu 


(4) La suite (Hn) est dite régulièrement croissante si elle est croissante et si tout 
H, possède un voisinage V, tel que V,N Hp soit constant à partir d’un certain p 
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commode d’énoncer un théorème contenant toutes les variantes 
possibles; il. vaut mieux, dans:chaque cas particulier, essayer | 
d’adapter la démonstration du théoréme 1. Nous ne donnerons 
icl que les indications pour quelques extensions possibles; 
nous n° envisagerons pas le cas des capacités à valeurs vecto- 
rielles ou à valeurs dans un ensemble ordonné. + 

1) La capacité f peut n’étre définie que sur une partie de 
$(E). Plus i oe soit E un ensemble et soient | 
%CGC P(E 

On a que % est stable par réunion ae et intersection 
dénombrable et que G contient la réunion de toute suite 
croissante d’éléments de af | 

Une capacité abstraite sur (E, G, 4) est une application 
croissante f de G dans R vérifiant les conditions (1) et (2) de 
la définition 1 (dans (2) on suppose en outre que X, € G). | 

La capacitabilité d’un élément de G se définit comme dans 
la définition 2. 

Suivant les cas, deux voies sont possibles : 

a) Si G est stable par intersection dénombrable, on étend 
f à S(E) en posant, pour tout XCE: 


f(X) = inf.f(G). 
G eG 


On vérifie que f est alors unè capacité abstraite sur (E, #) | 
‘et oe peut appliquer le théoréme 1. | 
) Si G contient tout ensemble #-souslinien, on peut 
mél od mot pour mot la démonstration du théorème 1 
et montrer que tout ensemble #-souslinien est capacitable. 


Application. — Soit A un ensemble et G, l’ensemble des 
applications de A dans R; on désigne par #, une partie de 
G stable par les opérations « enveloppe supérieure finie » et 
« enveloppe inférieure dénombrable » (par exemple les fonc- 
tions semi-continues inférieurement lorsque A est topologique). 

Soit fo une application croissante de G, dans R telle que, 


pour toute suite décroissante (gr) d'éléments de dy (reap. 
croissante d’éléments de G), on ait 


fo (lim ¢,) = lim f,(9,). 
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Pour étudier la capacitabilité associée a f, on se raméne 
au schéma ensembliste suivant: On pose E = A X R; on 
appelle G l’ensemble des parties X de E qui sont réunion de 
demi-droites + X [— 0,a] ou x X [— oo, a[; il existe une 
application canonique X —> 9x de G dans G,; on appelle # 
l’ensemble des X de G tels que px e Hy. 

Si l’on pose enfin: f(X) = fo(px), la fonction f est une capa- 
cité abstraite sur (E, G, 46) et on vérifie immédiatement qu’on 
est ici à la fois dans les cas a) et b). 


2) On peut donner au théorème 1 une formulation plus 
abstraite en supposant que la capacité f n’est plus définie sur 
%3(E) mais sur un ensemble ordonné: 

Soient P un ensemble ordonné (pour la relation +), # une 
partie de P et f une application croissante de P dans R. On 
dit que l’élément a de P est capacitable si 


On suppose définies sur P une notion de suite croissante 
(resp. décroissante) convergente; et en oûtre une application 
(a, x) > (a x) de P X & dans P. 

Si ces diverses notions satisfont à quelques conditions des- 
tinées à remplacer les conditions (1) et (2) de la définition (1), 
on montre que tout re #5 est capacitable (c’est-à-dire un x 
qui est limite d’une suite décroissante de limites de suites 
- croissantes d'éléments de 96). 

Si on suppose en oûtre que P est réticulé, dénombrablement 
vers le bas, de façon complète vers le haut, avec une distri- 
butivité convenable, on peut définir une notion d’éléments 
 #-sousliniens de P, et montrer leur capacitabilité. 
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~ SUR LES POINTS D’EFFILEMENT D’UN ENSEMBLE 
APPLICATION A L’ETUDE DE LA CAPACITÉ 


par Gustave CHOQUET, Paris. 


Nous montrerons dans le théoréme 1, que tout ensemble est 
rare, en un sens que nous préciserons, au voisinage de l’en- 
- semble des points où il est effilé. | ze 

Puis nous en déduirons que tout ensemble, aprés soustrac- 
tion d’un petit ensemble convenable, a même capacité exté- 
rieure que sa fermeture; nous énoncerons ce résultat sous des 
formes plus ou moins restrictives suivant la nature de l’en- 
semble et nous montrerons la validité de ces énoncés pour une 
classe de fonctions d'ensemble assez vaste, mais qui ne contient 
cependant pas toutes les capacités alternées d’ordre infini. 

‘ Pour ne pas compliquer les énoncés, nous les formulerons 
d’abord dans un espace de Green E, toutes les notions étant 
alors relatives au noyau de Green G de E. Nous dirons ensuite 
à quels noyaux s’étendent les divers énoncés. 

Donc, jusqu’à mention du contraire, E désignera un espace 
de Green. | | 


1. Effilement et capacité associés à un noyau. 


Tutorime 1 (1). — Soit X une partie quelconque de E, 
Soit e(X) l’ensemble des points x de E tels que X soit effilé en x. 
Pour tout nombre « > 0, il existe un ouvert w CE tel que: 


e(X) Cow et cap” (Xflw) <e. 


. (1) M. Brexor, à qui j'avais signalé cet énoncé, a trouvé un principe de démons- 
tration différent, basé sur l’existence d’un potentiel qui, en tout point d’effilement, 
a sur X une quasi-limite infinie. re 
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CoroLLaIRE (bien connu). — 1) L’ensemble des points de 


| 


X en lesquels X est effilé a une capacité extérieure nulle; autre- | 


ment dit: 


cap* (XNe(X)) = 0. 
2) (cap* X = 0) <> (X est effilé en chacun de ses points). 


Ce corollaire est une conséquence immédiate du théorème 1. 


Il a été énoncé pour la première fois par M. Brelot (voir 


bibliographie). 


Démonstration du théorème 1. — Rappelons une propriété 
assez connue caractérisant les points d’effilement (énoncée 
sous une forme voisine par de la Vallée-Poussin) : 


Pour que X soit effilé en x, il faut et il suffit qu’il existe un. 
voisinage V de x tel que le potentiel capacitaire (?) de XNV 


SOU TL en x. 
S’il existe un tel voisinage de x, tout sous-voisinage possède 


la même propriété; nous dirons qu'un tel voisinage isole x 
de X. 


Soit alors (O,) une base dénombrable d’ouverts de E. Pour: 


tout n, soit E, l’ensemble des points de O, en lesquels le poten- 
tiel capacitaire de (Xfw,) est < 1. 
La caractérisation rappelée ci-dessus des points d’effilement 


montre que l’ensemble UE, est identique à l’ensemble e(X) 


des points x de E en lesquels X est effilé. C’est évidemment : 
un F,; l’ensemble X = ( e(X) est un Gs qu’on appelle fermeture — 


fine de X (c'est, la fermeture pour la topologie fine de E). 


On a cap* X — ops X; et plus généralement, pour tout 


ouvert w, on a cap” (XNw) = cap" (XNw) (*). 


Soit ®, le potentiel capacitaire de XNO,; il existe (4) un. 


ouvert »,CE contenant les points de XMNO, en lesquels : 


} 


À tel que cap, < ¢/2” et tel que la restriction de“ 


®, à | w, soit continue. 
Posons : 


("Le aT [ (Uo), ce qui entraîne YN(Ue,) = p. 


(?) On appelle potentiel capacitaire de A le plus petit des potentiels qui valent 1 « 


quasi-partout sur A. 


(*) En effet (X nw) ¢ (X nw) c (ens. des points ou le potentiel capacitaire de | 


X Mw vaut 1). 
(*) Utiliser par exemple le théorème 1 de la note Cuoguer I. 
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Pour tout we Y et pour tout n, on a ®,(xz)=1; comme 
®, est continu hors de w,, on a donc aussi ®,(x) = 1 pour tout 
- ze Ÿ; autrement dit ona: 


(2) YNe(X) = 9. 


Posons w = ( Y; la relation (2) donne e(X)Cw. La relation (1) 
donne : 


KNwe | Joi, d’où cap” (Xfw) < cap (Uo.) <i. 


THÉORÈME 2. — Soit XCE. Pour tout « > 0, il existe une 
- partition de X en deux ensembles X,, X, tels que: 

1) cap X, < cap* X. 

2) cap’ X,<« 


Lorsque cap* X < 0, on peut imposer en outre à X, d’être 
borné. 


Démonstration. — D’après le théorème 1, il existe un ouvert w 
contenant e(X) et tel que cap*(Xfw) < «. Posons: 


X,=XMNw et X,=XN[X,=xXN[o 


On a donc 
p, 44 ots [ w, d’où Ka X. 
Donc cap X, < cap* X, = cap* X. 


Enfin, par hypothèse, cap* X, = cap (Xfw) < «. 

Lorsque cap* X < 0, X est réunion d’un ensemble borné et 
d’un ensemble de capacité extérieure < £; la dernière partie 
du théorème résulte donc aisément de la première. 


Extension à d’autres noyaux. — Les théorèmes 1 et 2 
- s’étendent sans modification aux noyaux N satisfaisant à 
toutes les conditions suivantes : 
Soit E un espace localement compact à base dénombrable. 
1) N est un noyau sur E, semi-continu inférieurement, 
> 0, continu hors de la diagonale A de E X E et valant 
+ oo sur À. | 
2) N est symétrique et satisfait au principe du maximum 
ordinaire (ce qui entraîne qu’il est régulier, de type positif, 
et satisfait au principe de l’équilibre. 
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3) N satisfait au principe de domination (donc aussi au. 
principe du balayage) et au principe de positivité des masses (* 1 
4) N tend vers 0 à l'infini en ce sens que, pour tout compact 
KGE, sup Ne,(a) tend vers 0 quand a tend vers le point à 
zæek i 


l'infini de E. à | 
5) E n’est effilé en aucun de ses points. 


Le fait que les théorèmes 1 et 2 s'étendent à ces noyaux est! 
immédiat dès qu’on a vérifié que la théorie classique du poten- 
tiel s’étend à ces noyaux. 


2. Fonctions d'ensemble stabilisables. 


Le théorème 2 suggère d’étudier les capacités pour lesquelles 
il est vrai. Nous verrons qu’il ne s’étend pas à toutes les capa- 
cités alternées d’ordre infini. | 

Par contre nous montrerons que les capacités stabilisables, 
et même plus généralement les fonctions d’ensemble stabili- 
sables (au sens de la définition qui suit) possèdent des propriétés 
intéressantes qui précisent le théorème 2. 


Dérinition. — Soit E un espace topologique. 

Soit f une application croissante de $(E) dans [0, + oo]. 

1) Nous dirons que f est stabilisable st, pour tout XCE 
et pour tout « > 0, il existe une partition de X en deux ensembles « 


Xi et X3 tels que | | 


f(Xi) SFR) et fa) <e. 


: Nous dirons qu'une partie X de E est stable pour f si 


f(X) = f(X). 


le théoréme 2 exprime que la capacité extérieure de Green © 
est stabilisable; il en est de même des capacités associées 
aux noyaux N signalés ci-dessus. | 


Capacités PTT d'ordre infini et non stabilisables. 
Un exemple va nous montrer que la propriété d’être stabi- 


lisable n’appartient pas à certaines capacités alternées d’ordre 
infini. 


(°) C'est-à-dire que si p > 0, v >> 0 et Nu > Ny partout, on a aussi p(E) > > v(E). 


a 


a 7 à 
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Dans le plan E = R?, soit D la droite Y= 0. Pour tout 
compact K CR’, on désigne par Pro. K la Projection de K sur D. 
Puis on pose: 

f(K) = mesure de Lebesgue de (KI MN D) 
-+ mesure de Lebesgue de (prp. K). 


Evidemment f est une capacité alternée d’ordre infini; on 
peut même ajouter qu’elle est associée au schéma probabiliste 
suivant, particulièrement régulier : | 

Soient E et F deux espaces identiques à R’; dans E x F 
on pose: 


A = diagonale LJ (ensemble des points ((x, y), (x, 1))). 


Dans F, soit ». la somme des mesures de Lebesgue associées 
aux, droites ye 0 set y 11. 

Il. est immédiat que f est la capacité dans E associée à ce 
schéma (Choquet II, p. 209). 

«Notons sa régularité : La fibre À AN (m x F) est une fonction 
continue ‘du point m (où meE). 

Or, malgré la régularité de f, elle n’est pas stabilisable; en 
Bt, posons dans E = R?: 


dete, Sadi, Divall dl). 
Bit toute partition de X en X, et Xe; on a: 
 f(%&) > 24 — FR). 
Done si f*(Xz) LE, on a f(X ) >2—2, alors que f*(Xi)< 
eee oh ee 3. — Soit E un espace topologique et soit fu une 


application. croissante et stabilisable de $(E). dans [0, + o]. 
On .suppose f dénombrablement sous-additive (c'est-à-dire 


f(Uas) <a) 


Alors, pour rh X CE et pour tout e <0, wl existe une an 
tion, de x en | deux ensembles X, et X, tels que 


Be on ok 2 X1 soit stable et f(X:) < € 
Déhrovisttation. E'Posôns Z, = X ‘et supposons défini Z,. 
Comme f est stable, il existe D, CZ, tel que, si l’on pose 

Lis = = Ln A. ips on ait: 


f(D.) <e[2 > eb fu) < TG 
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La suite (Z,) est décroissante; posons Z = NZ 


OnrauZfe zu( UP) d’où : | 
(Aon) f (Zn) <f(Z) + 2". | 
D'autre part ZCZ,,, d’où: 

(2) f(Z) < f(Znes) < (Zi). 


On tire de (1) et (2): 
lim f(Z,) < f(Z) < f(Z) < lim f(Z,). 


: Donc Z est stable. 


Les ensembles X, = Z et X,= UD, constituent la parti- 
tion cherchée de X. 


Remarque. — On peut évidemment toujours supposer dans 
V’énoncé que X, est fermé relativement à X, donc X, ouvert 
relativement à x. 


CoRoOLLAIRE. — On fait les mêmes hypothèses sur E et f. 
Pour tout X CE et pour tout «<0, il existe une partition de X 
en ensembles X,, et X, (n= 1,2, ...) tels que 

1) Les X, sont stables et Xf(X,) < f(X) + €. 

2) f(X.) = 0. | 

C'est une conséquence immédiate du théorème 3. Les’ 
théorèmes 4 et 5 nous montreront qu’on peut dans certains 
cas imposer la condition supplémentaire X, = 0. Nous allons: 
montrer par deux exemples que, même lorsque f est la capa-" 
cité classique, on ne peut pas dans cet énoncé, imposer pour 
tout X, à la fois que X, = 9 et que les X, soient stables. \ 


Principe de la construction. — Soit XCE tel que 

a) X n’est pas de 17€ catégorie en lui-même, c’est-à-dire n’est 
pas réunion dénombrable de sous-ensembles non-denses dans X.” 

b) Toute partie stable Y de X est non dense dans X. 

Un tel X n’est évidemment pas réunion dénombrable de” 
sous-ensembles stables. | 

Nous allons donner des exemples de tels ensembles X dans 
E = R’, pour la capacité newtonienne. 
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1) Exemple d’un X de capacité nulle. — I] suffit de prendre 
pour X un Gs partout sande dans R* et de capacité extérieuré 
nulle. 


2) Exemple d’un X de capacité finie non nulle. — Dans 
R°, soit (D,) une suite de disques circulaires fermés de centres 
(0,), de rayons (r,), tels que l’ensemble des 0, soit partout 
dense dans R° et tels que pour tout n, si d, dédiols la distance 
de o, à (D,UD,... UD,_,), on ait 7, <d,/10". On pose 
= UD, puis X = D, fermeture fine de D. 

Le fait que X convient tient à ce que 

1) X est un G; partout dense dans R'. 

2) Pour tout ouvert w, les capacités de Daw et DQ w sont 
égales. 

3) L’ensemble D est assez rare dans R°. 


Partitions dénombrables stables. — En vue des théorèmes 
4 et 5, nous allons démontrer trois lemmes : 


Lemme 1. — Soit X un espace topologique normal et soit f 
une application croissante de $(X) dans R. 

Soient A, et A, deux fermés disjoints de X ; il existe alors deux 

ouverts disjoints w, et w, € X tels que: 

D hu Coast AGO. 

2) Lent 

3) w, et w, sont stables pour f. 

Démonstration. — Comme X est normal, il existe une appli- 
- cation continue 9 de X dans [0, 11, qui vaut 0 sur A, et 1 sur 
sur À. 

Posons X,(A) = ott ([0, x): la fonction 4(2) = f(X,(2) est 
une fonction croissante de À; donc elle possède au plus une 
_infinité dénombrable de points de discontinuité; il en est de 
» même pour la capacité de ® ‘([A, 1)). 

_ Done il existe À de 1[ tel que : 


f(e—* ([0, Aol)) = F7" (0 Ao])) 
et | ae (ros 1] D) = f(¢* (Lo; 1])). 


Les ouverts cherchés sont 
Wy = (X, (Ao)) et Wo =f 4. 


Ils ont même frontière. 
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Lemme 2. — Soit E un espace topologique normal dans 
lequel tout ouvert est une réunion dénombrable de fermés. | 
Pour tout couple de fermés A,, A, CE, il existe deux ouverts 


disjoints w1, w,, contenant respectivement Ay! [ A, et AN [ Ay. 


© Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du 
fait que dans E, tout ouvert est normal. L’espace [ (ANA) 


est donc normal et on peut y séparer les ensembles A, ( As 


et AN [A relativement fermés par deux ensembles w,, 
disjoints et relativement ouverts, donc aussi ouverts. 


CorozLaire. — Avec les mêmes hypothèses sur E, soit Q 
un ouvert de E et soit BCQ. 
Il existe un ouvert w tel que: 


BowCQ et oNQ* = BNQ* 
(où Q* désigne la frontière de Q). 


Il suffit de poser dans le lemme précédent : 


Agim Be. at «. “AN [ Q, puis de prendre w =a. 


Lemme 3. — Soit E un espace topologique normal dans 
lequel tout ouvert est une réunion dénombrable de fermés. 

Soit f une application croissante de $(E) dans [0, + 0], 
stabilisable, dénombrablement sous-additive et telle que : | 

(1) ss ACB et si f(A) = f(B), on a f(AUC) = f(BUC) 
pour tout C (*). 7 

Soit Q un ouvert de E (pour tout Y CQ, on posera Ÿ = YNQ); 
et soit XCQ, tel que X = X. | 

Pour tout voisinage ouvert V de Q* et pour tout € > 0, il 
existe 1, 0, CX, relativement ouverts dans X et tels que: 

1) f(o1) = f(@1) = f()- 

2) f(ws) = f(@s) Le et O CV. 

3) XCa,Uw, et XC, Udy. 


D ctl ig 


_Démonstration. — D’après le théorème 3, il existe une par-. 
tition de X en Y,, Y, tels que Y, soit stable et fs) ie! 0 


‘ + arta . 
(°) Cette condition est satisfaite pour toute capacité alternée d’ordre 2, donc en 


particulier pour les capacités associées aux noyaux N signalés après l’énoncé du ~ 
théoréme 2. : 
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Posons Z, = Y,U(XN [ v) et Z, = Y,NV; c’est une nou- 
velle partition de X. 

Comme Xf) [ v est fermé, on a Z, = Y,U(XN [ V). Or 
Me" et f(Y,)= f(%); donc d’après la relation (1) de l’énoncé, 
on a aussi f(Z1) = f(Z;). 

Donc Z, est stable et f(Z,)<e, avec de plus Z, € V. D’après 


la remarque au théorème 3, nous pouvons supposer que 


fe = Y,, d’où aussi Z, = Z,. 
D’aprés le corollaire du lemme 2, appliqué 4 B = Z,, il 
existe un ouvert w tel que Z,CwCQ et 


(2) oNQ* = Z,NO*. 

Posons, dans le lemme 1, A, = Z, et A, = XN [o. D’après 
ce lemme, il existe dans X, w, et w, disjoints et relativement 
ouverts dans X, avec 

1) A Ca, et À, Cor. 

2) ex Uo, = (OT U we — A 

3) f(@1) = f(s) et (2) = f(s). _ 

_@) On a Z,Ca,Co, done ZNO CaN Q*coN O* 
D’après (2), ceci entraîne l’égalité de ces trois quantités. 

Donc w, = à, U (wo, Q* = à, U (ZN Q*). 

Or. : Done 

En outre f(Z1) —f(Z1); d’après la relation (1) (appliquée 
a Z,, Z et 1e on a donc f(5,)—f(w,); comme f(d,)= f(,), 

“on a donc finalement | 
Fos) = F(&:) = (on): 
b) On a &NZ=o,N A, =o d'où wc cZLCV d’où 
aussi f(2) =f (Ga) — eer Ag = A, CV: 
Remarque. — Le lemme 3 est inutilement précis pour la 
“démonstration du théorème 4, mais il permet d’améliorer 


l'énoncé de ce théorème lorsque f est la capacité associée au 
lead de Green d'un espace de Green E. 


# 


Paéonète 4. — Batons sur E et f les mêmes hypothèses 
que dans le lemme 3. 


| 
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Soit X une partie localement fermée de E. Pour tout «> 0, 
il existe une partition dénombrable (X,) de X telle que: | 
> Pour tout n, X, est localement fermé et stable pour f. 
2) DF (Ky) <#(X) + | 
5, Pour tout compact K de X disjoint de X*, il n’y a qu’une 
sous-famille begs des X, qui rencontre K. 


Démonstration. — Soit X* la frontière de X; posons ( — [ x", 


Comme X est localement fermé, on a X CQ et X= X (avec! 
les notations du lemme 3). 

Comme Q est réunion dénombrable de fermés, il existe 
une suite décroissante (V,) de voisinages ouverts de 8 ig dont 
l'intersection ne rencontre pas Q 

Posons Y; = X et supposons défini Y, C X tel que Y, = - ¥,. 
D’après le lemme 3, il existe X,C Y,, relativement ouvert 


dans Y,, tel que, si l’on pose Y,,, = Y,/ [ X,, on ait: 
FRS “PVC VA, ave Af apoio 


Les X, constituent une partition de X vérifiant les pro- 
priétés 1) et 2). Pour que la propriété 3) soit satisfaite, il 
suffit de supposer les V, tels que V,., € V,, ce qui est toujours | 
possible. 


Remarque. — Lorsque E est un espace de Green et f la 
capacité de Green correspondante, on peut imposer en outre” 
que, pour tout n, l’intérieur de X, (relativement à X) soit” 
stable et partout dense dans X,. | | 


Application aux ensembles quelconques. 


THÉORÈME 5. — Mémes hypothèses sur E et f. | 
. Soit X une partie quelconque de E telle que | 


FX) inf F f(w ). (ou w désigne un ouvert). 


Pour tout e > 0, il existe une partition dénombrable (X, 
de'X telle que 


Démonstration. — Il suffit de remarquer que X est contenu 
dans un ouvert X’ tel que f(X’) <f(X) + € et aorta ters 
le théorème 4 à X’, qui est localement fermé.’ | 


| 
| 
se pa aire vo = 
| 
| 
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Cas PARTICULIER. — Pour tout X tel que f(X)=0 et pour 
tout £ > 0, il existe un recouvrement de X par une suite (A,) 
- de fermés tels que X f(A,) < &. 

Lorsque E est réunion dénombrable de compacts, on peut 
remplacer dans cet énoncé le mot « fermés » par « compacts ». 
L'exemple 1 montre qu’on ne peut pas imposer toujours à 
ces compacts d’avoir une capacité nulle. 
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SUR LES Gs DE CAPACITÉ NULLE (’) 


par Gustave CHOQUET, Paris. 


Pour toute application semi-continue inférieurement f d’un 


_ espace topologique dans la droite achevée R, l’ensemble I; 


des x tels que f(x) = + oo est un Gs. C’est en particulier le 
cas si f est le potentiel N, d’une mesure a > 0 lorsque N est 
un noyau > 0 semi-continu inférieurement sur E localement 
compact (comme c’est le cas pour le noyau newtonien de 
R?(p > 3)); mais on peut affirmer alors de plus que I, est 
de capacité extérieure nulle (?). 

Inversement, J. Deny a montré (*) que dans R?(p > 3), 
pour le noyau newtonien N, tout ensemble A qui est un G; 
de capacité extérieure nulle est l’ensemble des infinis d’un 
potentiel N,(u > 0); mais la mesure » construite par Deny 
n’est pas portée par À ; on peut ajouter cette restriction lorsque 
A est compact (G. C. Evans) (‘) ou contenu dans un F, de 
capacité nulle (N. Ninomya) (°). 

On va établir ici l'énoncé le plus précis; pour simplifier 
l'exposé, nous supposerons partout que le noyau étudié est 
le noyau newtonien de E = R?. 


(2) Ce mémoire développe un résultat annoncé dans: 
G. CHoqQueT, Potentiels sur un ensemble de capagité nulle, C. R., t. 244, 1957, 


p. 1710-1712. 


mi ti) le 


(?) G. Cnoquer, Sur les fondements de la théorie fine du potentiel, C. R., t. 244, 
1957, p. 1606-1609. 

(3) J. Deny. Sur les infinis d’un potentiel, C. R., t. 224, 1947, p. 524. 

(4) G. C. Evans, Monatshefte fur Math. u. Phys. Bd 43, 1936, p. 419-424. 

(5) N. Ninomya, Sur un ensemble de capacité nulle. Math. J. Okoyama Univ., 
2, n° 2, 1953. 
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Puis nous indiquerons pour terminer à quels autres noyaux 


s’étend le théorème obtenu. 


Lemme 1. — Soient u une mesure > 0 sur E; K un compact 


de E; ¢ une fonction numérique continue sur E, telle que Nu > + 
sur K. 
Il existe un voisinage ouvert w, de p. (dans l’espace Ab, (E) des 


mesures > 0 sur E, muni de la topologie vague) et un voist- # 


nage w, de K dans E, tels que pour tout (v, x) e w, X w, on ait: 
Nv(x) > (x). 

En termes plus simples, si Nu(x) > œ(x) pour tout re K, 
l'inégalité reste vraie lorsqu’on modifie un peu pu, et un peu K. 

En effet, l’application (v, x)  Ny(x) de Ab, (E) X E dans R, 
est semi-continue inférieurement ; donc l’ensemble 2 des (v, x) 
tels que Ny(x) — (x) > 0 est ouvert dans Ab,(E) X E. Or Q 
contient u X K, donc aussi un ouvert de la forme w, X @, 
(en vertu de la compacité de K). 


 DériniTion. — Pour tout ouvert w de E, on appelle recouvre- 
ment régulier de w une suite (K,) de compacts de w telle que 


a) Pour tout n, K, est partout dense dans K,. 
b) o=UK.. 
c) K,N K; =o pour li —j| > 1. 


Il est bien connu que tout ouvert de R? admet un tel recou- : 


vrement régulier. | 


LEMME 2. — On se donne un ouvert » CE; une partie X de w; 


une mesure }>0 portée par X(w; une fonction numérique 
¢ définie et continue dans w, telle que NA > © dans w. 


_ Pour tout nombre £ > 0 et tout voisinage V de X (dans Ab, (E)), 
ul existe te V, portée par un sous-ensemble de X fini sur tout 
compact de w, et telle que: 


1) Nu > o—e(') sur w. 
2) |Nu—NA|<e sur [o (là où la différence est définie). 
3) p(E) = A(E). | 


(*) Lorsque w est compact, on peut remplacer cette inégalité par Ny > 9. 


—— 
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Démonstration. — Soit (K, ) un: recouvrement ae de w; 
par commodité pour la suite, on posera K, =f. usa’ 
Soit. (A,) une partition {facile à réaliser) de À en mesures 


À > 0 telles que: 
SAC Kh donc aussi SX [1K 


(où SA, désigne le support de À,). 
Comme N est continu hors de la diagonale de E x E et 
tend vers 0 à l’infini, il existe pour tout n > 1 un voisinage 


U, de à, dans Ab,(X N K,) tel que, pour toute y, e U, on ait: 
(1) IN, — Na, J<e/2 sur | U KL (Lo). 


i<.n—1 
ou j>n+i 


i<n—1 

i>n+i 
_ pour tout n > 1, d’après le lemme 1, des voisinages V;‘,, V2, 
mY .,, de À, _ ia À,., respectivement, dans Jb,(E), tels que 


les relations: u,_,eV;',, eV, Unsere Vay, entraînent 


(2) aire + Un te ae + 2 *) > sur Ky. 


i<n+i 
i>n+i 


D’autre part, comme ‘ ay *) est continu sur K,, il existe 


Pour tout p > 1, choisissons maintenant 
 eUNV NVNNV;, avec en outre ,(E) = À (E). ' 
Posons p = ÿu,; on a À(E) = u(E). 
iy de P 
Des relations (1) et (2) on tire successivement : 
INu— Na<e sur [, 
Nu >o—e sur o. 
Enfin, comme XNK, est partout dense dans XMK,, on 
_ peut toujours prendre yu, à support fini contenu dans Xf1K,,. 


- La condition we V est automatiquement réalisée si l’on 
- choisit les U, et V, assez petits. 


Remarque. — Comme le support de 4 est fini sur tout compact 

de w, Ny est fini et continu en tout point de w, sauf aux points 

de l’ensemble (dénombrable et fermé ralativémient’ à w) qui 
porte p, à savoir wfSpz. 


| 
‘ 
4 a 
* 
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Lemme 3. — Soit w un ouvert de E, de capacité < w.Pour 
tout XCw et tout nombre & > 0, il existe une mesure um >0 
portée par une partie Y de X dont la trace sur tout compact de 
w est finie et telle que: | 

1) p(E) SE 

2) Nu > 1 sur XNw. 

3) Nu<i+e sur [o. | | 

On dit qu’une telle x est associée à (a, €, w, X); son potentiel 


est partout fini hors de X. | 


Démonstration. — 1) Montrons d’abord qu’il existe une 

mesure x > 0 portée par Xfw et telle que: | 
n(E) < a; Nx > (1— +) quasi-partout sur XNw; Nr < 4 

partout. 

Si cap (XMw)=0, on prend t=O; sinon soit v 1% dis- 
tribution capacitaire de XNo. | 

On a y = v’ + y”, où v’ est portée par w* et y” est portéé 
par XNw. | sini US 

Comme Nv’ <1 partout et que N est un noyau régulier, 
on peut écrire v = > y,, où pour tout n on a: v, >0; Sy, 


n 


compact; Ny, continu. 


Soit vk la balayée de v, sur le compact K de XNw; on a: 
v, = lim v* suivant l’ordonné filtrant croissant de ces 
compacts (') K. 


Soit C, un compact assez grand pour que Ny, <e/2” hors 
de C,. Comme Ny, est continu, il existe d’après le lemme 4 
un compact K,C Xflw, tel que 

Nvi= > Nv, — e/2” sur C,. 


Cette inégalité est évidemment vraie aussi hors de C, 

puisque Nvi- > 0. On a donc partout dans E: | 

Va — €/27 < NvE&a < Ny, | 

D'où par addition: À 
(1) Nv’ —e < N(dvE) < Ny’. 


(?) En effet, si vf désigne une valeur d’adhérence des vx, on a d’après le, théorémal 
classique de convergence: Ny/ = 1 quasi-partout sur XfNw et vi(E) < v(E). Il 
en résulte y} = v, à cause de l’unicité de la distribution capacitaire de XNw. | 


Pantie à 1e 
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Posons 7 = y” + Sik; la relation (1) devient : 
n 


Ny—e< Nr< Nv < 1, 

Comme par ailleurs z(E) < v(E) < a, la mesure x a les 
propriétés annoncées. 

2) L’ensemble A des points de XfMw en lesquels Nr al 
est un F, de capacité nulle. Posons A = JA, ou les A, sont 

des compacts de XNw. 
_ D’après la propriété d’Evans, il existe une mesure x, > 0 
_ portée par A,, de masse < ¢/2", avec Nx, = + © sur A,, 
et Nx, < ¢/2” sur [ o. : 

Donec À = x + dx, est portée par XNMw; elle a une masse 
totale <a si « est assez petit; son potentiel est > (1 —&) 
sur XMw et << (1+e) sur [o. 

On va maintenant utiliser le lemme 2. Comme N, > a — €) 
sur (Xfw), il existe une fonction numérique continue © sur w, 
égale à (1 — €) sur X No et telle que Nu > o partout dans o. 


Donc d’après le lemme 2, il existe 4 >0 portée par un sous- 
ensemble de X fini sur tout compact de w, et telle que: 


LE) <a; Nu > 1— 2 sur XNo; Nu < 1-+ 2e sur Lo: 


La mesure 11/(1 — 2e) répond à la question, après un chan- 
gement élémentaire du &. 
Il est immédiat que Nu est partout fini hors de X. 


LEMME 4. — Soit w un ouvert de E; soit À Cw, avec cap* A=0; 
soit X C A avec X partout dense dans A; et soit s un nombre > 0. 
Il existe une mesure uw >0 portée par une partie dénombrable 
- de X et telle que: 
UE) <e; Nu > 1 sur A: LS sur (o; Nu est finie hors 


de X 


Démonstration. — Soit (K,) un recouvrement régulier de w. 
Soit €, une constante > 0 assez petite pour que toute mesure 
> positive portée par K, et de masse totale < €, ait un potentiel 


< ¢/2" sur Co. 
Posons A= cove its et Nec xnk,. 
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Comme cap* A, = 0, il existe un ouvert o,C K, tel que 
A,Co, et cap w, < €, = inf (e,, €/2”). 
Soit x, une mesure associée à (e,, e/2", w,, Xn). 


Posons » = 2u,; on vérifie aisément toutes les propriétés 
indiquées dans l’énoncé. 


On peut même ajouter que k est portée par un ensemble 


dont tout point est isolé. 


Tutorime. — Soit ACE, où A est un G3 non vide de capacité 
extérieure nulle. 

Il existe une mesure u. > 0 portée par A, dont le potentiel Nu. 
est infini en tout point de A et fini hors de A. eT 

Plus précisément, pour tout X dénombrable CA, tel que X= A, 
on peut imposer à.u. d’être portée par X. 


Démonstration. — Posons A = ‘ace où la suite des ouverts” 


w, est décroissante. D’aprés le lemme 4, il existe une mesure 
u, portée par X et telle que: 

BE) < 4/2"; Np, > 1 sur A; Np, << 1/2" sur [w,; Ny, est 
finie hors de X. 

Posons p = Zu. On a u(E) < 1 et Nu = + o sur A. Enfin, 
pour tout x À, il existe mp tel que x & w, (pour tout n >m). 
On a donc: 


Nu(a) = ENu, (2) < SY Ny, (2) + D1/2 < o. 


Espaces et noyaux auxquels s’étend le théorème. 


Nous ne rechercherons pas la généralité maxima; les condi- 
tions qui vont être données montreront que le théorème est 
valable pour tous les « bons » noyaux de la théorie du potentiel, — 


en particulier pour les noyaux de Green et les noyaux r*~? 
(0 <a < 2) dans R? (p > 3). 

On verrait aisément qu’il est valable aussi dans R? pour le 
noyau logarithmique (bien qu’il ne soit pas positif), à cause 
. du fait que, localement, ce noyau est un « bon » noyau. 


_ Conditions suffisantes. — E est un espace localement compact — 


à base dénombrable. 


Le noyau N est une application continue de E X E dans 
[0, + 00], finie hors de la diagonale À, infinie sur A. 
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N est symétrique et satisfait au principe du maximum 
ordinaire. 

N satisfait au principe du balayage (ou, ce qui est équiva- 
lent, au principe de domination). 

N tend vers 0 à l’infini, en ce sens que, pour tout compact 
KCE, sup Ne,(~) tend vers 0 lorsque a tend vers le point 

ac 

a Vinfini de E. 

Notons que la symétrie de N n’a rien d’indispensable et 
n’est imposée ici que pour simplifier l’énoncé des conditions. 
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TANGENTIALSTRUKTUREN 
von Friedrich-Wilhelm BAUER. 


EINLEITUNG 


In [1], [2] haben wir Fortsetzungstheorie von Homologie- 
 strukturen behandelt und sind dabei von dem folgenden 
Problem ausgegangen : 


_ (4) Sei A eine V-Kategorie (1) (z.B. alle polyedralen Teil- 
mengen des R") und » eine Homologiestruktur (z.B. 
die simpliziale). Ist B>A eine andere V-Kategorie, 
(z.B. alle Teilmengen des R"), gibt es eine Homolo- 
giestruktur w, die auf B erklärt ist und auf A mit » 
zusammenfallt und wie viele gibt es? 


_ In, [4] wurde diese Frage unter der Einschrankung gelôst, 
* da die zur Konkurrenz zugelassenen Homologiestrukturen 
« atomar » sind, d.h. da es gewisse kleinste Elemente (i.poly- 
edralen Falle at es die Zyklen) gibt, die ganze » erzeugen. 
In [1] wurde das Problem (1) in dem Sinne gelôst, daB es 
ein maximales, d.h. projektives »* in B gibt. 

Eng verbunden mit (1) ist das folgende Problem : 


(2) Sind ¥,, v in A isomorph, kann man dann W,, We so 
bestimmen, daB sie auch in B isomorph sind und auf 
wieviele Arten kann das geschehen? 


> Man kann z.B. den Alexander-Pontrjaginschen Dualitäts- 
» satz fiir beliebige Teilmengen des R", wie er von K. Sitnikow 


CY Beziiglich der Bezeichnungen s. [1], [2]. 
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gefunden wurde, als Fortsetzung einer solchen Isomorphie 
auffassen. 

Etwas allgemeiner kann man unseren Gedankengang, der 
uns bei unserer Untersuchung der Fragen (1) und (2) leitete; 
auch so beschreiben : 

Wir gehen aus von einer einfachen Homologiestruktur, die 
sich, wie etwa die simpliziale, leicht übersehen läft, und geben 
ein rein algebraisches Verfahren an, wie man aus ihr neue, 
kompliziertere herstellen und deren Eigenschaften unter: 
suchen kann. 

In dieser Arbeit sollen Strukturen untersucht werden, die 
die Homologiestrukturen unmittelbar verallgemeinern. Wir 
nannten sie « Tangentialstrukturen » aus dem Grunde, weil 
ein Spezialfall durch die differenzierbar in den R” eingebetteten 
Mannigfaltigkeiten gegeben wird. Zur Uberleitung auf die 
Tangentialstrukturen sei folgendes bemerkt : 


Wir erinnern uns daran, daB man eine atomare Homologie- | 


struktur v als eine téilweise geordnete Menge v(A) beschreiben 
kann, die einen gewissen Verband (nämlich gerade die V-Kate- 
gorie A) als Normbereich hat. Ist Xe A, so ist das Urbild 
von X unter dieser Notnabbilduanwétéide H,(X), die Homo- 
logiegruppe von X in einer festen Dimension g. Bei der 
Behandlung von Homologiestrukturen werden wir darauf 


noch kurz eingehen. Jetzt verallgemeinern wir in konse- 


quenter Weise : 


Derinivion 0.1. — Sei P eine teilweise geordnete Menge 


mit Nullelement, N(P) = NcP eine Teilmenge von P, À ein 
Verband mit Nos und |*|: P +A eine Abbildung von 
P nach A, so daB die folgenden Axiome gelten: 


cr 


(1) Ist a < b'in P;"sb'ist (al Ib]. 

(2) Ist a <b in P, [al ="]6|, so ust a = b. ae 

(3) lat aa aX#0 in P,a<z, so ista=z. 2 (EL 

(4a) IstaeP, a0, so ee ee 7 

(4b) Ist zeN, so gibt es ein aeP’ = P—N(P) — {0}. 
mit z< a. 


(5a) Ist a< b,, be, Fu = |b,|, so ist b, = ti yy 


(5b) Ist ae P’ =P —N(P)— {0}, XS al, Xe À, so gids 


ein (und wegen ns nur ein) be P’, mit a<; b, |b] = 


Lx. 
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Unter diesen Umständen sprechen wir von einer Tan- 
gentialstruktur P mit Normbereich A und Atombereich 


_N = NP). 


Wir rechnen die Null nicht mit zu den Atomen dazu. Es 
besteht unsere Tangentialstruktur P also aus drei verschiede- 
nen Elementeklassen : P’ = P — N(P) — {0}, den eigentlichen 
Elementen, N(P), den Atomen und aus dem Nullelement 0. 
Das Axiom (5b) zeichnet die Elemente von P’ vor allen 


anderen aus. Es erméglicht uns eine Art Inklusionsabbildung 


ix: {alla] = Y} — {bb = X} 


für Y<X in A zu definieren. Zu jedem aeP’, [a] = Y 
gibt es wegen (5b) ein und wegen (5a) nur ein be P’ mit 


b| = X, also setzen wir 1Xa — b für die Atome oder gar 


für-die Null gibt es so etwas nicht mehr. 
Wir sind hier nicht so sehr an einer rein algebraischen, 


_ verbandstheoretischen Theorie der Tangentialstrukturen inter- 


» essiert, sondern wir haben konkrete geometrische Beispiele 


vor Augen. Unsere Axiome sind im Hinblick auf die Beispiele 
aufgestellt worden. Sie sind widerspruchsfrei, wie aus kom- 
menden Beispielen zu ersehen ist, aber nicht unabhangig: 


_z.B. folgt (2) aus (5a). 


Wir wollen gleich hier ein Wort zum Unterschied zwischen 


… einer allgemeinen Tangentialstruktur P und einer Homologie- 


struktur sagen: Es ist |X|-1= falaeP’, |a|= X} keine 


_ Gruppe mehr. 


Jetzt kommen wir zu den wichtigsten Beispielen : 


4. P,. — Wir betrachten alle Polyeder a, die geradlinig in 


- den R’ eingebettet sind und die eine Dimension > r haben, 


und alle Teilmengen des R’, die solche Polyeder enthalten. 


… Das ist unser Bereich P}. Es ist a, < a, in P,, wenn mengen- 


theoretisch a,¢a, ist. Der Normbereich A ist der Verband 


aller Teilmengen des R", den wir, ebenso wie P; mit einem 
_zusatzlichen Nullelement versehen. 


Die Normbildung in P} ist insofern trivial, als wir dem 


- Element a e P; an die Seite stellen die Punktmenge lals Ee 


Jetzt kommen wir zu den Atomen: 


ZuXcR" gibt es also hüchstens ein aeP, mit (Bi 


8 
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Sei ze R" ein Punkt und I ein Ideal (*) in P; mit den fol- 


genden Eigenschaften : | + 


(1) Es ist x ML | | 

(2a) Zu jedem € > 0 und zu jedem ae P; ist U(x, €) n|aie|P;}s 

(2b) Es sollen alle hinreichend kleinen ael in einem 
Simplex o” liegen. 

(3) Es ist I maximal mit Eigenschaft (1), (2). 

Ein solches Ideal I nennen wir ein Atom zeN(P,). Es 
ist [2] = x und es wird z< aeP, gesetzt, wenn a in dem 
entsprechenden Ideal I liegt, welches wir im Folgenden immer 
mit (z) bezeichnen werden. 

Auf N(P,) ist die Normbildung nicht mehr trivial: Sind 
a,, &æ eP; so beschaffen, daB dim a na, <r, daB es aber 
in a, Na, einen Punkt x gibt, der Atomtrager sowohl in a 


als auch in a, ist, so gibt es zwei Atome z 2% mit 3 € a 


und -|z, |=, |e) == .2- | 
Der Nachweis der Axiome von Definition 0.1 ist hier trivial. 
Wir wollen auch allgemein mit (z) die Menge {ala > z, 
aeP’} bezeichnen, selbst wenn (z) kein Ideal ist. Ist (z) 
ein Ideal und erfüllt es (1), (3) in einer sinngemäBen Abwand- 
lung, so werden wir im ersten Abschnitt von einer normali- 
sierten Tangentialstruktur sprechen (Definition 1.2). 


2. D,. — Hier ist D; die Gesamtheit aller Teilmengen X 
des R* mit dim X > r. Wir kénnen irgend einen der iiblichen 
Dimensionsbegriffe zugrunde legen, da diese nach [3] alle 
isomorph sind. Sonst verlaufen unsere Konstruktionen wie 
im ersten Fall, aber ohne (2b). Wir haben sonst einfach P* 
durch D} zu ersetzen. 

Wir bemerken: | | | 

Ist ze N(D,) ein Atom, ze N(P,), dann gibt es kein Atom 
a € N(P,) mit (4) ¢ (z). Der Beweis ist eine einfache Folgerung 
aus der Tatsache, daB jede r-dimensionale Teilmenge X eines 
r-dimensionalen Wiirfels I” eine offene Menge enthält. 

Daraus folgt auch: 

Ha: ist: Po c'D 


(*) Bezüglich des Idealbegriffes s. Abschnitt 1, Definition 1. 1. 
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Zunächst ist P,e D,. Wegen obiger Betrachtung ist aber 
auch N(P,) ¢ N(D,). 


+ 3. M,. — Die Elemente von M; sind alle Teilmengen des R’, 
die eine r-dimensionale, stetig differenzierbare Mannigfaltigkeit 
mit stückweise Dé bare Rand enthalten. In (2b) 
wird « Simplex o” » durch « differenzierbare Mannigfaltigkeit 
V" » ersetzt. Sonst verlaufen unsere Konstruktionen ebenso wie 
im Falle von P,. Auch hier ist P, ¢ M,. 

Man kann den folgenden Epimorphismus +: N(M,) > N(P,) 
konstruieren. Sei V' eine differenzierbare Mannifgaltigkeit 
der Dimension r und x e V'. Zu x gibt es eine Tangentialebene 
E' an V”. Wir kénnen in E” einen Wiirfel I" mit Zentrum x 
finden und von V' voraussetzen, daB es eine topologische 
Parallelprojektion p von V' auf I” gibt. Dadurch wird eine 
Abbildung von allen hinreichend kleinen Elementen von (z) 
mur ein’ zeN(M,) mit |z|=-2 auf ein 4 eN(P,), [Al = zx 
vermittelt. Wir setzen ¢(z) = z. Diese Abbildung ist natürlich 
nicht eineindeutig, denn es kann noch andere Mannigfaltig- 
keiten W mit Tangentialebene E”im Punkte x geben. Diese 
Abbildung wird noch eine wichtige Rolle spielen. Ist I” wie 
eben gegeben und bilden wir für ein z, mit |z,| = x 


Pz)= % 


so ist das ein Teilideal in (z,) aber es bestimmt z,, denn aus 


a e N(P,), (z) > I folgt z = 2. 


4. Homologiestrukturen (s. [4], [2]). — Sei A eine V-Kategorie 
Bind y eine lokal atomare Homologiestruktur tiber A,, dem 
Bereich aller Paare (X, Y), (X > Y)in A. Die Elemente von v 
sind die (Pe H,(y) für ein Paar 9 = (X, Y) eA, und feste 
Dimension q- Es ist (LE, wenn ¢, Le, und 1 He = (ist. 
Hierbei ist i, der durch 1: 9, ce, induzierte Inklusionshomo- 
morphismus. “Die Atome von y sind gerade die Atome im Sinne 
von Definition 0.1. Ist » sogar atomar (z.B. die simpliziale 
Theorie), so heiBt das, daB Axiom (56) sogar für alle aev 
nicht nur für alle aev’ gilt. 
~ Damit haben wir die Homologiestrukturen als Spezialfall 
der Tangentialstrukturen erkannt. 


4 
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Von besonderer Bedeutung sind für uns alle diejenigen 
Fragestellungen, in denen wir keine Homologiestrukturen mehr 
vor uns haben, die sich also nicht mehr den mit in [1] und [2] 
angegebenen Mitteln lôsen lassen. In dieser Arbeit wird fir 
Tangentialstrukturen eine Dualitäts- und eine Fortsetzungs: 
theorie angegeben. In ersterer wird zu jedem P ein duales P 
so konstruiert, daB 


(1) pip 
ist. 

In der Fortsetzungstheorie geben wir zu jedem P zwei 
Fortsetzungstypen P', die injektive und P?, die projekt’ 
Fortsetzung an, so da : 

(2) Pp, | 

(3) Pr = M, | 
ist. Das entscheidende Stück dieser Arbeit beschäftigt sic 


mit der Verbindung von Dualitäts- und Fortsetzungstheorie, 
die sich folgendermaBen in Formeln ausdrücken 1aBt : 


(4 (by = | 
(5) (P)! = Pe, 
Durch Anwendung von (1) kommt man zu: 

= : 
(6) (By = Pi 
(7) (BY = pr. 


Dadurch wird ein Zusammenhang zwischen den differen- 
zierbaren Mannigfaltigkeiten und der Dimensionstheorie 
hergestellt, der seinen intuitiven Ausdruck in den hae 
Definitionen findet : 

a) Ein Raum Xc R" heiBt > r-dimensional, wenn es eine 
epimorphe Abbildung f: X > r ( (= r-dim. Wäürfel) gibt, die i in 
mindestens einem Punkte wesentlich ist. 

Eine Abbildung heiBt nach [3] wesentlich an der Stelle 
ze l", wenn es kein g: X +I’, Ô(f, g) Le für hinreichend 
kleines € >> 0 gibt mit g(X)cI"—za. | 

6) Ein topologischer Raum V' ist eine r-dimensionale, dif- 
ferenzierbare Mannigfaltigkeit im R", wenn es zu jedem x e V" 
eine monomorphe Abbildung f: Pov gibt, so daB f i 


a — 
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eine Umgebung von z ist und wenn es zu jedem x eine eindeutig 
bestimmte Tangentialebene E” gibt, die stetig mit æ variiert. 

Es ist seit langerer Zeit aus der homologischen Algebra 
bekannt, daB sich Epimorphismen und Monomorphismen in 
dualer Weise entsprechen. Hier ist einmal noch davon die 
Rede, da die Abbildung in («) wesentlich und in (8), daB sie 
sogar differenzierbar ist. Wir werden im folgenden auch 
diese beiden Punkte in Beziehung zu setzen versuchen. 

Es empfiehlt sich, im folgenden A als vollstandig voraus- 
zusetzen. 

Zunachst gehen wir auf die Erklarung der Dualität ein: 
Eine Wurzel » in einer Tangentialstruktur P ist eine Teilmenge 
von P’. welche den folgenden beiden Forderungen genügt : 

(1) Es ist » = n (z) für eine gewisse Menge von Atomen. 

(2) Es ist kein ae P’, a < b für alle be» vorhanden. 

Wir setzen |#|, = \/|z|, im Gegensatz zu |w| = }lallaew}. 
Zu den Wurzeln gehéren die Atome und die sogenannten 
offenen Atome. Eine Wurzel x heiBt offen, wenn wx = () 3) 

Ju|=X 
ist. Eine offene Wurzel ist ein offenes Atom, wenn 


Iwxla = Xe |N(P)| 


ist. Nicht zu den Wurzeln gehéren i1.A. maximale Ideale 
m in P’, denn es ist |m|, = WeA. 

Wir kônnen in P den Atombereich abändern und z.B. N(P) 
als die Menge aller der Wurzeln W setzen, die rel. zu ihrem 
Trager ||, maximal sind. Der neue Wurzelbereich ist gleich 
dem alten. Es kann jetzt allerdings passieren, daB für zwei 
neue Atome #1, #2 gilt |#,|4¢|2|, oder daB sogar , 2, 
ist. Solche Inklusionen lassen wir aber nicht als Inklusionen 
- in P gelten. Den Bereich der offenen Wurzeln nennen wir 
"OW{(P). Die Dualitätskonstruktion besteht nun darin, daB 
man P’ und OW(P) miteinander vertauscht. In OW(P) 


nehmen wir als Elementebereich von P’ die durch die Wurzeln 
implizierte Anordnung. 
Im zweiten Abschnitt wird diese Dualität ausführlich 
beschrieben werden. Zu ihr gehôrt noch ein Verfahren, P 
zu normalisieren, welches wir Na nennen und ein anderes N;, 
diese Normalisierung wieder aufzuheben und P in eine offene 
Struktur zu verwandeln. Dabei verstehen wir unter einer 


i 
€ 
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offenen eine solche, bei der es (Def. 1.5) zu jedem ze |N(P}] 
nur ein Atom z mit |z| = x gibt. Wenn wir die oben beschrie- 
bene Vertauschung von P’ und OW(P) D nennen, so sieht die 
Dualitätskonstruktion so aus: | 


(8) ment rele 


Die Elemente von P sind die offenen Wurzeln OW(P). Den 
Wurzeln W(P) entsprechen die sogenannten Kowurzeln K(P). 
Das sind Ideale im Bereich OW(P) mit Anordnung : #; < #2, 
wenn #,¢%,. Für die Trager gilt dann |#,|4 > [wela Der 
Trager einer Kowurzel ist ein Xe|P’|. Wir machen uns 
noch klar, daB es zu einem festen X e |P;| mehrere Kowurzeln 
K geben kann mit |K|,4=X: Wir nehmen zwei Wurzeln 
14, We [#ila << X, | J, u [la = X. Es künnen diese beiden 
Wurzeln nicht in der gleichen Kowurzel k legen, da #, n #3 
keine Kowurzel mehr ist. 

Jetzt gehen wir zur Beschreibung der Fortsetzungstheorie | 
über : 

Die Bedingung (a) ersetzen wir durch die folgende : 

a’) Es gibt einen Epimorphismus 

f: W(X) > W(I") 


und zu jedem z e OW(I") ein offenes Atom 2 e OW(X) sowie 
einen Monomorphismus ¢ : 25> *,(2, = { w|w e OW(X), wa}, 
entsprechend für x), so daB 4 ep und fo = Identitat ist. 

Aus der obigen Abbildung f in (a) ist der Epimorphismus 
f geworden. Man kann zeigen, daB offene Wurzeln in offene 
Wurzeln übergehen und da8 umgekehrt das vollständige 
Urbild f-1#, einer offenen Wurzel #, ¢ OW/(I") eine offene 
Wurzel ist. Ersteres beweist, daB f wesentlich, letzteres, daB, 
es stetig ist. | 

Die Bedingung (B) wird durch eine nunmehr vollkommen 
duale Bedingung ersetzt : 

B”) Ist me OW(M,), #,¢OW(P,), so gibt es einen Epi-. 
morphismus | 


f': K (#0) > K(ws) 
und zu jedem a ew, ein a’ > a sowie einen Monomorphismus 
œ: b> à (6 = {cle < b}, entspr. für a’) 
so daB f¢ = Identität und a’ e ob ist. Hierbei wird unter K(#5) | 
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der Bereich aller der Kowurzeln k mit wek verstanden 

(entsprechend K(#,).) 

. Die Wurzeln in («) werden in (8) zu Kowurzeln. Aus dem 
Element X e D; in (a) wird in (8) eine Wurzel w, ganz so, 
wie es der Dualität entspricht. 

Im Ganzen gesehen ist («) einfach eine duale Umformung 
von (8). 

Durch die Monomorphismen in (8) wird eine Abbildung 
von I" in die Mannigfaltigkeit V' vermittelt. Die Tangen- 
_ tialebene von V" im Punkte ||, ist I". Auf diese Weise 
kann man nachweisen, daB P? = M, ist. 

Zu der hier dargelegten Theorie gibt es eine Menge von 
Anwendungen, die in einer besonderen Arbeit besprochen 
werden sollen. So z.B. die Anwendungen auf die Dimensions- 
theorie und auf die differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. 

Am SchluB dieser Einleitung geben wir noch eine kurze 
Ubersicht über die Gliederung der nachfolgenden Abschnitte 
an: 

Im ersten Abschnitt werden noch einige allgemeine Fakten 
über Tangentialstrukturen bewiesen. Der zweite Abschnitt ist 
der Dualitätstheorie gewidmet. Im dritten Abschnitt werden 
die projektive und die injektive Fortsetzung definiert und zwei 
Satze bewiesen, die die Existenz diezer Fortsetzungen sicher- 
stellen. Im vierten Abschnitt werden die Formeln (4) (5) bewie- 
sen. Der fiinfte und sechste Abschnitt gehôürt den Anwendungen. 
In ersterem finden wir den Beweis von (2), im letzteren den 
von (3). 

Ich verdanke P. S. Alexandroff und meinem Lehrer W. Franz 
fiir das Zustandekommen dieser Arbeit mehr, als ich hier. 
ausdriicken kann. 


4. Tangentialstrukturen. — Während wir in der Einleitung 
die Tangentialstrukturen definiert haben, wollen wir hier 
etwas mehr auf ihre algebraische Theorie eingehen. Unter 
anderem soll eine Topologie in der Menge |N| der Atomtrager 
definiert werden. Zu Beginn stellen wir einige Bezeichnungen 
zusammen, die wir teilweise schon in der Einleitung benutzt 


haben: 
a= {<a}, |al={\slzeal}, a= {b]b<a, beP}, 
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letzteres ist für aeP’ eine Tangentialstruktur, die in~ Po 
enthalten ist. | 
Von ganz besonderer Bedeutung ist für unsere Untersu-w 
chungen der Begriff des Ideals. Da P kein Verband ist, kénnen 
wir den idealtheoretischen Verbandsbegriff nicht ‘wartlich 
übertragen, sondern müssen wir wie folgt definieren : 


Derrinition 1.1. — Ein Ideal in P ist eine Teilmenge 1e P’, — 
so dap gilt: | 

(11) mitael, beP’, b Sa ist bel, 

(12) zu a, a e | existiert ein a < a, a, ae I, |a| = |a,| A |ag|, 

(13) ist a, a, €1, |a,| = |, so ist a, = ag. 

Diese Bedingungen sind nicht voneinander unabhängig, es 
folgt (13) aus den übrigen: Ist |a,| = |æ|, so gibt es wegen 
(12) ein ael mit a<q, ag, [a] = |ay| = |æl. 

Wegen (2) Definition 0.1 heiBt es aber a, = ay. | 

Für ein Ideal haben wir zwei Môglichkeiten, die Norm zu 
bilden: Es ist 


[I] = flallael} ein Ideal in A, 


wohingegen 


[Ia = | | lal ein Element in A ist. 
a€l 


Bei der Definition der Atome herrscht insofern eine gewisse 
Willkür, als man bei festem P’ auf viele Arten in P Atome ein- — 
führen kann. Wir schränken diese Willkiir durch die fol-_ 
genden Definition etwas ein: | 


DeriniTioN 1.2. — Eine Tangentialstruktur P dax nor | 
stert, wenn für jedes Atom ze N(P) die Menge (z) = {ala> 2} : 
ar Tnt ist, so daB gilt: Ist (x) = {ala > z, |z) = 2 = u(z), so 
ist {(z)||z] = x} gerade die Menge aller in (x) maximalen Ideale. “ 

Diese normalisierten Strukturen werden fiir uns von beson- 
derem Interesse sein. Wir werden, mit Ausnahme des 
nächsten Abschnittes, P immer als normalisiert voraussetzen. 

Die Tangentialstrukturen bilden natiirlich auch eine Kate- 
gorie bei der Definition gewisser Abbildungen : | 


ET 


DeriniTion 1.3. — Sind P, Q zwei Tangentialstrukturen und | 


P + 


13 
fl: [P| > |Q| 


a 
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zswet. Abbildungen, von denen die erste anordnungserhaltend und 
die zweite ein Verbandshomomorphismus ist, so dap 


Ifllal = |fa| 


für alle a e P ist, so nennen wir f ach Homomorphismus von 
P in Q. Ist f so beschaffen, daB fN(P) € N(Q), so nennen wir 
f atomar. 

Man priift leicht nach, daB die Menge y aller Tangentialstruk- 
turen unter diesen Abbildungen eine Kategorie bildet. 

Wir werden etwas weiter unten noch die offenen Tangen- 
tialstrukturen definieren. Dieser Begriff der Offenheit, der 
die ganze Arbeit durchzieht, gibt aber sogar AnlaB zu einer 
Topologie : 


Derinition 1.4. — Ist P eine Tangentialstruktur und |N| 
die:Menge der Atomträger, so führen wir in |N| eine Topologie 
durch folgende Erklärung der offenen Menge ein: 

Eine Menge Oc|N| heift offen, wenn es zu jedem Atom z, 
|z| < 0 ein ae P’ mit 3 < a, [a| <0 gibt. Ausserdem soll die leere 
Menge offen sein. 

Wir kénnen beweisen : 


_ Sarz 1.1. — Durch Definition 1.4 wird in |N| eine Topologie t, 
eingeführt, Ist |N| in der Menge der Atome von A enthalten und 
ist fiir jedes Atom z: |z| = |(z)|, so ist jeder Punkt von |N| 
abgeschlossen. 


Beweis. — Wir zeigen für t, : 

(x) Sind O,, O, offen in t,, so ist O, n O, offen in f,. 

(6) Ist K=vuO Vereinigung von beliebig vielen offenen 
Mengen, so ist K offen. 
+ (y) Ist |N(P)| € N(A) (= Menge der Atome von A), und 
+ ist für jedes Atom z: |z| = |(z)|a, so ist jedes x e|N(P)| abge- 
schlossen. 
+ Zu (a): Ist O, n O, leer, so ist wegen Definition 1.4 nichts 
mehr zu beweisen. Sei also x e O, n O, und ze N(P), |z| = x. 
Es gibt ein Paar a, e P’, z<a, mit [a] << O;. Da (z) ein Ideal 
ist, gibt es ein der aeP’, zca. Da |a|c|a,|n|a,| ist, 
ist auch O, n O, offen. 

Zu (8): Ist we K, |z| = x, so gibt es in jedem O einae P’ 
la} <0, zca. Also ist K offen, da Oc K. 


À 
Z, (y): Sind 2, # a, in |N(P)|, so ist nach Voraussetzung 
a, nat, =. Es gibt zu zeN, |: =a ein aeP’, a>z, 
|a| c |N|—a,. Anderenfalls ware 2e (lal: was unserer 
Voraussetzung widerspricht. a€(2) 
Damit ist Satz 1.1 bewiesen. oy 
Wir haben im Beweis von Satz 1.1 die Normalisiertheit 
von P benutzt. Sie stellte ein wichtiges Hilfsmittel dar. . 
Von besonderer Bedeutung sind fiir uns noch die offenen 
Tangentialstrukturen : 
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Derinition 1.5. — Eine Tangentialstruktur (nicht notwendig 
normalisiert) ist offen, wenn es zu jedem x e |N| genau ein ze N 
mit |z| = x gibt. 

Nehmen wir z.B. die Gesamtheit aller offenen Teilmengen 
des R", als Hi und die maximalen Ideale mit Punkttrager 
als Atome, so ist H, offen und normalisiert. Fiihren wir in 
einem beliebigen (normalisierten) P neue Atome dadurch ein, 
daB (z) = (x) für ein xe|N| ist, d.h., daB es in dem neuen P 
zu einem x nur ein z mit |z| = x gibt, dann ist dieses P offen, 
aber nicht normalisiert. In einer offenen Struktur ist diese 
Topologie aus Satz 1.1 besonders einfach. 

Wir setzen noch die folgende Sprechweise fest: Wir sagen: 
«ze N erzeugt in einem offenen O e|N| », wenn wir meinen: 
«es gibt ein ae P’, |a|cO, z<a». Wir sagen: «es ist a offen 
rel. b(a < b, a, be P’) », wenn wir meinen: «es ist |a| offen 
rel. |b] ». 

Jetzt untersuchen wir die eben beschriebene Topologie t 
im Falle unserer Beispiele : 

Leider ist es so, daB wir nicht mehr in der Lage sind, nachzu- 
weisen, daB tp, tw oder tp gleich der euklidischen Topologie 
sind. Man kann sich selbst leicht Beispiele dafiir konstruieren. 
Trotzdem stehen diese Topologien zur euklidischen Topologie ! | 
in einem einfachen Zusammenhang. Wir haben in der — 
euklidischen Topologie r eine solche vor uns, die dem folgenden * 
Trennungsaxiom geniigt : 

(T) Sind ay, a, e R", 2; 22, so gibt es immer zwei Umgebun- 
gen U,(z,), sodaB U, n U, = ao ist. 

In der Sprache der Atome von z.B. P, lautet dieses Axiom : 

(1.1) Sind a,, 2, ¢|N(P,)|, 2 422, so gibt es immer zwei 


— =. 
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Umgebungen U(x;) in der Topologie tp, sodaB U,nU,=@ 


ist. 


-Beweis. — Alles was wir einsehen müssen, ist, daB tp. 
feiner als x ist. Das aber ist richtig, denn jedes ze N(P,) 
erzeugt in einer rel. ¢ offenen Menge. 

Wir kénnen offenbar (1.1) ebenso für D, und M, formulieren. 

-Wenn schon f nicht mit r übereinstimmt, so ist doch + 
die grébste Topologie, die (T) erfüllt und grôber als tp ist. 
Das wollen wir jetzt beweisen : k 

(1.2) Es ist die euklidische Topologie x die kleinste Topo- 
logie pp — p (d.h. die grébste), die für P, den folgenden. 
Axiomen geniigt : 

(a) Ist O in pp offen, so erzeugt jedes Atom ze N(P,), 
|] e O in O. 

(8) Sind 2, ~ 2, ¢|N], so gibt es offene Umgebungen rel. 


» yp. Dia), Us(a2) mit Uy n U, =@. 


Beweis. — Es ist p< tp (d.h. p grôber als tp) und p<r 
denn + erfüllt (x), (6). Sei O+ offen rel. 1, xeO;r, und 
Fx = $O;|x e Oy, Oy offen rel. yp}. Entweder es ist ein Qe Fx 
vorhanden, sodaf Oy,¢ O: fiir alle Oy e Fx, Oy ¢ Q. Gilt das für 
jedes xe O;, so ist O; offen in p. Im entgegengesetzten Falle 
ist ein y e R” — O; vorhanden, ye ( ) (Oy — Or). Das besagt 

Oper, 
aber, daB x und y nicht im Sinne von ($) getrennt werden 
kénnen was auf x = y führt, was aber unméglich ist. 

Man kann ebenso wie in (1.2) zeigen: 

(1.3) Es ist pp =r. 

(1.4) Es ist Du =1 | 

Die Tangentialstrukturen aus Definition 0.1 sind uns noch 
etwas zu allgemein. Wir schränken sie durch folgende Defi- 
nition ein: 


Derinrrion 1.6. — Eine Tangentialstruktur P heift einfach, 
wenn die Angabe von |(z)|, ze N(P) und einem ae P”, |a| € |(z)| 
bereits z eindeutig bestimmt. 

Wenn nicht ausdrücklich etwas anderes gesagt wird, nehmen 
wir alle Strukturen P (ausser im 2. Abschnitt) als einfach ‘an: 

(1.5) Ist in P ein maximales Element E vorhanden mit der 


t 
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Eigenschaft E > a für alle a¢P und ist P einfach, so gibt | 
es zu einem Xe|P’| nur ein ae P’ mit X = |al. | 


Beweis. — Ist ze N, dann liegt E in (z), also ist z durch |(z)| 
eindeutig bestimmt. Sei &, a eP', |a,| = |a,|. Es gibt en, 
z<a,. Durch das Paar (z, a,) wird (z) und damit |(z)| be- 
stimmt. Da nun auch |a,|e|(z)| ist, gibt es ein zeN, 
[&)| = |(2)|, 4 < ag. Durch |(z)| wird aber z bestimmt, also 
ist, % 27 UN a Oe. 

Die Strukturen P,, D,, M, sind einfach. Im Folgenden 
wollen wir auch immer annehmen, da ein maximales Element 
in P vorhanden ist, so daB (1.5) anwendbar ist. Wir wollen im 
Folgenden unter einer einfachen Struktur eine solche verstehen, 
bei der es zu jedem |a| e |P’| nur ein a e P’ mit diesem Trager 
gibt. Homologiestrukturen sind i.A. nicht einfach: Sei » eine 
atomare Homologiestruktur über dem ganzzahligen Bereich Z 
und AeZ, A#1. Ist ze N (v), so ist 1.A. d.h. fir 20: 


AZ = 2, 
[(Az)| = |(2)].- 


Ist Ox e H(X) ein Element einer Homologiegruppe von X 
und ist z<Ox, z>0 in X, so ist auch Az < Ox. Selbst wenn 
in » kein maximales Element vorhanden ist, ist also » nicht © 
einfach, da Ox und |(z)| nicht z eindeutig bestimmen. 

Man kann jede Struktur P in einfache Strukturen zerlegen: © 
Ist ze N, so ist (z) eine einfache Teilstruktur und es ist 


em) tat | 


zeN 


aber 


Wir schlieBen diesen Abschnitt mit der Bemerkung, daB P’, © 
|N(P)| und die Tatsache, daB P normalisiert ist, noch nicht — 
N(P) bestimmen. Bereits in der Einleitung haben wir gesehen, | 
daB man auch den Bereich aller rel. ||, maximalen Wurzeln * 
als Atome nehmen kann. War P normalisiert, so ist es auch — 
nach dieser Abänderung normalisiert. 


2. Dualität in Tangentialstrukturen. — In diesem Abschnitt 


wird zu jeder Tangentialstruktur P eine duale P derart 
konstruiert, daB Satz 2.2 gilt. Die Konstruktion ist einfach, 


TANGENTIALSTRUKTUREN 425 


stellt aber doch einen wichtigen Schritt in unseren Unter- 
suchungen dar: 

Wir lassen in diesem Abschnitt neben normalisierten auch 
beliebige, nicht normalisierte Strukturen zu, um besser ope- 
rieren zu kônnen. Am Anfang führen wir eine Reihe von 
Operatoren N4, Nx‘, D an, die, jede für sich einen elementaren 
Schritt zwischen P und P darstellen und die alle zusammen 
den Dualitätsoperator liefern. Durch den Operator NA wird 
eine nicht normalisierte Struktur unter Festhaltung von P’ 
und W(P) in eine normalisierte Struktur übergeführt. Der 
Operator Nx’ macht aus P eine offene Struktur und fällt 
mit der Konstruktion zusammen, die wir schon anlasslich 
der Einführung der offenen Strukturen in Definition 1.5 ange- 
deutet haben. 

Der Operator D schlieBlich ist der Dualitätsoperator für 
offene Strukturen, wo er eine besonders einfache Form annimmt; 


er ist nämlich nichts anderes als die Vertauschung von P’ 


— 


und W(P) (welches jetzt gleich OW(P) ist). Der Dualitats- 
operator ist dann einfach N,DNx"*. Er führt normalisierte in 
normalisierte Strukturen über, und wir kénnen auf diesem 
Standpunkt wieder dazu übergehen, grundsätzlich nur nor- 
malisierte Strukturen zu betrachten. 


Na. — Sei P eine offene Tangentialstruktur, so teilen wir 
die Atome 3e N(P) in Klassen von Idealen (z) auf, so daB 
es zu einem (z) kein Ideal I gibt, welches gréBer als (z) und 
in (3) enthalten ist. 

Die Struktur N,P hat diese Ideale zu Atomen. Es ist 
(N,P)"= P’ ‘und -|W(P)|, = |W(NaP)|a. 

(2.1) Es ist N,P eine normalisierte, einfache Tangential- 
struktur. Dadurch, daB wir jedem Ideal (z) wieder das 3 mit 
(3) >(z) zuordnen und (N,P)’ fest lassen, finden wir einen 
Epimorphismus 


f: NaP ~P 
der atomar und auf (N,P)’ ein Isomorphismus ist. 


Beweis. — Wir haben die Axiome aus Definition 0.1 nachzu- 
weisen. Es zerfallt ganz (3) in die Vereinigung von im Sinne 
der Definition von Na maximalen Idealen (z), also hat man 
tatsächlich geniigend Atome N4P. Der Nachweis der Axiome 
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ist jetzt vollstandig trivial. Die Menge (z) ist ein Ideal. 


Wegen der Definition von N, ist auch Definition 1.2 erfüllt, — 


also ist N,P normalisiert. War P einfach, so ist auch N,P 


; : ; 7 
einfach, da es immer noch zu jedem Xe|P|’ nur ein aeP 


mit X = |a| gibt. Trivialerweise ist f ein atomarer Epimor- 
phismus. : 
Nx!. — Sei P eine normalisierte Tangentialstruktur. Wir » | 


bilden Aquivalenzklassen in N(P) und nennen z%~ 2%, wenn 
\z,| = xl ist. Die Atome von Nj! P sind diese Aquivalenz- 
klassen. Es ist jetzt für 3e N(Nx‘P) (3) = {ala >z, |z| =|3]}. 
Wieder wird P’ = (Nx'P’) gesetzt. 
(2.2) Es ist N;'P eine offene, einfache Tangentialstruktur. 
Dadurch, daB wir jedem zeP(N) seine Aquivalenzklassen 
zuordnen und P’ fest lassen, erhalten wir einen Epimorphismus 


f: P > Nq'P. 


Beweis. — Wieder sind die Axiome in Definition 0.1 trivial, 
da sie fiir P gelten. Wegen unserer Konstruktion ist Nx‘P 
offen (Definition 1.5). Der Beweis der Einfachheit verlauft 
wie bei Nag. 

(2.3) Ist P normalisiert, so ist: 


(1) a N,Ni‘\P==.P. 

Ist P offen, so ist: 

(2) INT ‘Na Pico P! 

Beweis. — Ist P normalisiert, so kann man Nx‘! anwenden. 


Dieser Operator faBt nach Definition die Atome mit festem 


Trager zusammen. Der Operator Ny zerlegt die Mengen (3) — 


wieder in (rel. (3}) maximale Ideale. Wegen der Definition 1.2 
waren diese Ideale (z), ze N(P) bereits maximal in der Menge 
aller a, a > z für alle z mit |z,| = |z|, also in (3). Damit 
ist (1) bewiesen. 

Ist P offen, so kénnen wir N, anwenden und erhalten eine 
normalisierte Struktur mit den gleichen Atomtragern. Nun 
fassen wir alle ze N(NaP) mit dem gleichen Trager zu einem 
Atom zusammen und erhalten auf diese Weise N(Nx'N,P). 
Nun war das alte N(P) durch N, in eine Menge von Idealen 
zerlegt worden, die den Eigenschaften in der Definition von 
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NA geniigen. Wenn wir also in der oben beschriebenen Weise 
diese Ideale wieder zusammenfassen, kommen wir auch zu 


-N(P) zuriick. 


Wir kommen jetzt zur Definition von: 


D. — Sei P eine offene, aber nicht notwendigeweise norma- 
lisierte Tangentialstruktur. Bereits mehrfach haben wir 
erwahnt (z.B. am Ende des ersten Abschnittes), daB man die 
Wurzeln W(P) selbst als Atombereich erklaren kann. Wir 
Setzen hier und im Folgenden voraus, daB P die folgende 
Eigenschaft hat: Zu jedem aeP’, z<a zeN, erzeugt z 


auf X= Ur ein Element b, 1b| = — X. Offenbar ist für P,, 


D, und M° diese Voraussetzung erfüllt. Die duale Forderung 
lautet : 


Ist w e W(P), so gibt es ein ye W(P), #<w, [ra — ML 


Diese beiden Eigenschaften wollen wir von nun an iiberall 
- da, wo Fortsetzungs- und Dualitätstheorie getrieben wird, 
-fordern. Ferner setzen wir voraus, dass es zu jedem æ e W(P), 


X <|w|, XL 9 ein ve W(P) mit [a = X gibt. 


Da P offen ist, gibt es wegen Definition 1.5 nur ein w e W(P) 
mit dem Trager |w|,. Es ist also OW(P) = W(P). Wir 


_ kehren in P’ die Anordnung um und führen in W(P) die Anord- 
nung ein, die durch die Inklusionen der #, aufgefaBt als Teil- 
_mengen von P’, gegeben werden. Jetzt setzen wir N(DP) = P’ 


A. 


mit dieser dualen Anordnung. Wir setzen (DP)’ = W(P). 
Es wird w > a, we W(P) aeP’ gesetzt, wenn aew ist. Als 
Normbereich von DP erklären wir DA, den zu A dualen 


Verband, als N(DP) den Bereich W(DP), aber ohne Anord- 


nung. Die Null O e P übernimmt hier die Rolle des maximalen 


Ne 


Elementes E in DP und umgekehrt. Im Ubrigen verweisen 


» wir auf das, was wir bezüglich dieser beiden Elemente bereits 


- gesagt haben. 


(2.4) Es ist DP eine offene und einfache Tangentialstruktur. 


Beweis. — Wir gehen die Axiome von Definition 0.1 durch : 
Zu 1. — Ist a < b in DP, so sind entweder a, be W(P) 


_und dann ist |a|, > |6|,, also lal < |b] in DA, oder esist a e P’ 
das aber heiBt, daB ae be W(P) ist. Da eh <f Ve ist, 


gilt stich hier |a|, > [bla und daher |a| < |b] in DA. 


| 


Zu 2. — Da (2) aus (5 a) folgt, brauchen wir es nicht beson- 
ders zu beweisen. ‘ 


Zu 3. — Ist ze N(DP), ae DP, z > a, so ist ae P’, aber 
da P’ als Atombereich von DP nicht angeordnet war (in 
DP), ist z= a. 


Zu 4a. — Istae DP,a #£0,d.h.inP a ZE, so ist entweder 
a e N(DP) = P’ und es gibt ein Atom z < a, nämlich a selber, 
oder es ist ae(DP)’ = W(P). Dann aber gibt es ein beP, 
bea, also bca in DP, wegen (4b) für P. Da be N(DP), 
ist (4 a) für DP gezeigt. 


Zu 4b. — Ist ae P’ — {E}, also ae N(DP), so gibt es, 
wegen (4a) für P, ein ze N(P) = W(P), z< a. Daher ist 
z > ain DP und (4 b) für DP gezeigt. 

Zu 5a. — Ist a< b,, b, in DP, |b,| =|b,|, dann ist entweder 
b,, b, e N(DP) =P’ und a= b, = b,;. Anderenfalls ist b:, 
b,<¢W(P), aber da P offen ist, heiBt das b, = b,. Damit 


ist (5a) bewiesen. 


Zu 5b. — Ist ae(DP)’, Xe DA, X > |a| in DA, so ist 
X <a], in A und ae W(P). Wir bilden das Element wx e W(P), 
das durch X bestimmt wird, und existiert, wenn X Z @ ist, 
und es ist a < wx in DP. Ist X = Ÿ, so ist sicher für OeP, 
O > ain DP. Damit ist (5b) bewiesen. | 

Da es zu jedem ||, e | W(P)|4 nur ein w e W(P) mit diesem 
Träger gibt, ist DP einfach. 

Da P einfach war, gibt es zu jedem aeP’ nur ein a mit 
diesem Träger. Darum ist DP offen. 

Damit ist (2.4) bewiesen. 

Wir sehen aus dem letzten Teil des Beweises, daB « einfach » 
und « offen » Eigenschaften darstellen, die dual im Sinne der 
durch D vermittelten Dualitat sind. 

(2.5) Es ist für eine offene Struktur | | 


D'P = P. 


Besveis. — Die Konstruktion von DP verläuft so, daB P’ 
und W(P) vertauscht werden, wobei die Abordnung umge- 
kehrt wird. (Gewühnlich nimmt man auch in W(P) die 
Anordnung, die durch die Trager in A induziert wird.) Die. 
zweimalige Anwendung dieses Prozesses liefert wieder P. Das 
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gilt natürlich auch fiir A, da D?A — A eine einfache verbands- 
theoretische Tatsache ist. 


Nun haben wir alles zusammengetragen, was nôtig war, 
um die allgemeine Dualitat zu konstruieren : 


Derinition 2.1. — Sei P eine einfache, normalisierte Struktur, 
so erklären wir: 


P = N,DNj'P. 
Wir nennen W(P) = K(P) den Bereich der Kowurzeln von P. 


Auf diese Weise kommen wir zu dem Satz: 


Satz 3.1. — Ist P eine einfache, normalisierte Tangentials- 
struktur, so gibt es eine eindeutig bestimmte Tangentialstruktur 


P, welche ebenfalls einfach und normalisiert ist, sodaB gilt: 


rou 


uP 
Beweis. — Ist P einfach, so ist Nx'P wegen (2.2), DN;'P 


_ wegen (2.4) und NaDNx'P wegen (2.1) einfach. Ist P nor- 


… malisiert, so ist N;'P offen, DNx' P offen und N,DN;jz' nor- 
- malisiert wegen (2.2), (2.4) und (2.1). Alle Konstruktionen sind 


Dent 


_eindeutig, also ist P eindeutig. 


Es ist 
P — N,DNxz'N,DN;z'P. 


Wegen (2.3) und (2.5) ist das aber gleich P. 
Das beendet den Beweis von Satz 2.1. 


_ Wir sprechen von einem Quasiepimorphismus f: W(a) > W(a,) 


(a e P’, a, € Q’ fiir zwei Tangentialstrukturen P, Q; W(a) =W(4) 
entspr. für a,), wenn f ein anordnungserhaltender Homomor- 


» phismus ist, zu dem es einen n-Homomorphismus 


If]: [W(a)ho > [W(a)|jq, mit [fI#lp = le 


_ gibt und wenn zu jedem 6, e à, eine absteigende Folge von 
- Wurzeltragern ||, ¢|W(a,)|, mit u ||, = |6,| gibt, soda 
- zu jedem #, ein »,<¢ W(a) mit fo, = w, existiert. Da im Fol- 
~gendem im Rahmen der Dualitätstheorie nur Quasiepimor- 
_ phismen auftreten, sprechen wir einfach von Epimorphismen. 


Wenn aus der Tatsache, daB w, e W(a,) in X < |a,| erzeugt, 
9 


À 
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folgt, daB jedes w e f-1 w, in |f|“ X erzeugt, dann nennen wir 
f dualisierbar, wenn folgendes gilt : 1 
(1) Zu jedem w, efOW(a) gibt es einen Monomorphismus 


® : #1 > OW(a), 


(si = {ely = fOW(a) n OW(&), » < #1), so daB fe die Iden- 
tität ist. 

(2) Zu jedem w e OW(a) gibt es ein » >, ein #, e OW(a,) 
und einen unter (1) geschilderten Monomorphismus, sodaf 
eg, ist. Die Menge der Abbildungen + nennen wir Df. 

Wir kénnen sofort diesen Begriff dualisieren und von einem 
Epimorphismus 


f: K(w) > K(#,) 


sprechen, w ¢ OW(P), #, eOW(Q). Wegen Satz 2.1 entspre- 
chen den Elementen von P,Q gerade die offenen Wurzeln 
und den Wurzeln die Kowurzeln. Die Abbildungen ¢ e Df 
gehen jetzt von den Elementen a, e w, in die Elemente a e w, 
namlich gerade von den offenen Kowurzeln, die gréBer als 
#, sind, in die offenen Kowurzeln, die grüBer als æ sind. 
~ Im Falle von M, ist es so, daB jeder duale Quasiepimorphis- 
mus sogar zu einem regelrechten Epimorphismus fortsetzbar 
ist. 

Der Grund, Quasiepimorphismen und nicht Epimorphismen 
zu betrachten, ist der, daB leider nicht das Urbild einer 
<r-dimensionalen Menge unter einer eineindeutigen ‘stetigen 
Abbildung <r-dimensional ist. 

Diese Begriffe werden wir im nächsten Abschnitt, bei der 
Definition der, Fortsetzungen, verwenden. Im 5. und 6. 
Abschnitt werden wir sie entscheidend ausnutzen. 

Die Strukturen P,, M,, D, sind normalisiert und einfach, 
so daB wir alle unsere Uberlegungen auf diese Standardbei- 
spiele anwenden kénnen. | 

' 

3. Fortsetzungen von Tangentialstrukturen. — Wir geben in 
diesem Abschnitt ein Verfahren an, wie man aus einer Tangen- 
tialstruktur P neue, reichhaltigere gewinnen kann. Insbesondere 
interessieren zwei extreme Strukturen Pi, P?, die injektive 
bzw. projektive Fortsetzung von P. Die injektive Fortsetzung 
ist der Konstruktion der > r-dimensionalen Teilmengen des 
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R” aus dem Bereich der Polyeder nachgebildet. Die projektive 
Fortsetzung von P, fiihrt zu den differenzierbaren Mannig- 


-faltigkeiten. Wie schon des 6fteren betont wurde, werden 


wir diese Fortsezungstheorie mit der Dualitatstheorie verbinden. 
Dies wird im 4. Abschnitt geschehen, aber schon an den 


-Definitionen 3.1 a, b erkennt man, daB sie dual zueinander 


sind. 
AuBerdem enthält dieser Abschnitt einen einfachen Exis- 
tenzbeweis fiir die projektive bzw. injektive Fortsetzung. 


Derinition 3.1. a. — Seien P, Pi (Pc Pi) zwei Tangentials- 
strukturen über dem Normbereich A, so daB es zu jedem be P*, 
ein ae P", und ein a, € P’ gibt, b >a, daf die folgenden Bedin- 
gungen erfüllt sind: 

(1 a) Es gibt einen dualisterbaren Epimorphismus 


¢: W(a) > W(a,). 
(2 a) Ist |a,| = |a|, dann wird durch + die Menge 
Wh(a) = {| e W(a) n W(a,)} 


isomorph auf W(a,) abgedildet. 


(3 a) Es ist P' maximal mit diesen Eigenschaften. 

Unter diesen Umständen nennen wir P' die injektive Fortset- 
zung von P. 

Wir wollen die Definition 3.1 a grob so formulieren: Es 
ist Pi im kleinen auf P abbildbar. Bei der Untersuchung 


- der Dimensionstheorie wird ¢ die Rolle einer wesentlichen 


Abbildung übernehmen, wie wir schon in der Einleitung 


- bemerkt haben. 


Die Forderung, daB ¢ dualisierbar ist, hängt in der Dimen- 


- sionstheorie mit dem folgenden dimensionstheoretischen Satz 
- zusammen : 


(*) Ist ae Di, a < l’, dann enthält a eine offene Menge 
in I’, d.h. dann ist ae P,;. | | 

(3.1) Ist Xe D, und 4 :W(X) — W(I’) ein Epimorphismus, 
von dem wir wissen, daB er offene Atome in offene Atome 


. überführt, so ist } dualisierbar. 


Beweis. — Sei w e OW(I"), so ist w =n (%) wo % e OW(I’) 


* offene Atome sind. Wegen (+) ist dim |#|, <r. Nun gibt 


ee 


es, da f ein Epimorphismus ist, ein Yo X, mit fY =|, _ 
dim Y <r—1. Man kann also zu jedem % ein z, ¢ OW(X) finden, 
lzlte R", sodaB fz,—=% und soda dim |n (z)|a<r—1 ist. 
Es ist also #, = (z) eine Wurzel mit fw, = ~. Man kann 
offenbar für jede »<w, re OW (I’) ein solches # e OX(X) 
finden, sodaB Ÿ  — + und », <w, ist. Also ist f ein 
anordnungserhaltender Monomorphismus. Ist #, e OW(X) 
eine beliebige Wurzel, so findet man ein offenes Atom 
z,>w, und den eben konstruierten Monomorphismus f e Dd, 
f: % —> 2, bz = %- | 

Die Definition einer projektiven Fortsetzung ist zu Defi- 
nition 3.1 a dual. 
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Derinition 3.1b. — Seien P,P?, (P< P?) zwei Tangential- 
strukturen, soda es zu jedem » e OW(P?) ein w e OW(P?) und 
ein w, e OW(P) gibt, ><, daB die folgenden Bedingungen erfüllt 
sind: 

(1b) Es gibt einen dualisierbaren Epimorphismus : 


o: K(w) > K(#,). 


(2b) Ist |), =|wla, dann wird durch © die Menge 
K,(w) = {klk e K(w) a K(w,)} isomorph auf K(#,) abgebildet. 

(3b) Es ist P? maximal mit diesen Eigenschaften. 
Unter diesen Umständen nennen wir PP die projektive Fort- 
setzung von P. 

Wir nennen [P‘]bzw. [OW(P?)| die Menge aller a bzw. w in. 
Definition 3.1 a, b. 

Wir beweisen nun die Existenz einer injektiven bzw. einer 
projektiven Fortsetzung. 


Satz 3.1 a. — Zu jedem P gibt es immer ein eindeutig® 
bestimmtes Pi. | 


Beweis. — Unser Beweisverfahren besteht darin, die Verei-. 
nigung aller Strukturen Q zu bilden, die (1a), (2a), aber 
nicht notwendig (3a) erfüllen. Solche Q nennen wir schwache 
injektive Fortsetzungen. Es gibt sicherlich eine schwache” 
injektive Fortsetzung, nämlich P selbst mit a = a, © = Inden- 
ütät. Sind Q,, Q beide schwache injektive Fortsetzungen, 
so erklären wir zunächst Qu Q!. Wir identifizieren zwei 
qe Qi mit |g|=]|g| in A. Jetzt kénnen wir Q! u Q! bilden. Da 
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« Q; einfach ist, ist jedes qe Qiu Q; eindeutig bestimmt. Ist 
€ N(Q,), so identifizieren wir z und z,, wenn (x) = (z,) in 
“Qu Q ist. Ist |z,| = |z2|, (4)2(%), so lassen wir z fort. Auf 
diese Weise erhalten wir ein N(Q, uQ,), welches Qiu Qi zu 
Qu Q ergänzt. Ist a e [Qi] u [Q)] Qin Qi, dann gibt es ein 
Paar t= (¢, a,) wie für a in Definition 3.1 a, für g. Dieses 
Paar kénnen wir auch in Q, u Q, beibehalten. 

Ist p= Qi n Q und gibt es ein p >q= [Qi] v[Q]—QnQ, 
so verfahren wir wie oben. 

Ist ge Q,nQ,, dann gibt es ein Paar ge Q{ mit 


[gl = lge] = lal. 


Ferner gibt es ein Paar # = (vi, ai) für q,(i = 1,2). Anstelle 
von q betrachten wir dasjenige Element q'eQ!, q <q mit 


q'| = la und |q’| = LJ |z|((z e N(Q,)), welches es nach Defini- 
2< 9° 
tion gibt. Wir verwenden das Paar # für q und müssen nur 
- noch für die Wurzeln #,, die nicht in W(q,) liegen, aber in 
- W(q'), die Abbildung 9 erklären. Wir bilden die Gesamtheit 
aller Wurzeln » e W(q,) mit |’|, = [wla und » < w,. Dann 
setzen wir ¢(#2) = 9' nv. Es ist ¢(#,) eine Wurzel, denn nv 
ist eine Wurzel in q,, da | n vla = |#2|4 ein Wurzeltrager in q, 
ist. Andernfalls ware g, keine Wurzel in Q, u Q,. Diese Abbil- 
dung ist anordnungserhaltend, da +‘ es war. Es gehen offene 
Atome wieder in offene Atome tiber, weil die Atomtrager die 
-gleichen geblieben sind. Also ist auch das neue dualisierbar. 
_Ejigenschaft (2a) wird offenbar durch unsere Konstruktionen 
nicht berührt. Wir setzen Pi—uQ, für alle schwachen 
injektiven Fortsetzungen. Das ist die eindeutig bestimmte 
Struktur Pi. 


 Sarz 3.1 b. — Zu jedem P gibt es ein eindeutig bestimmtes PP. 


_  Beweis. — Wir kénnen den obigen Beweis Wort für Wort 
dualisieren. Wir verzichten aber darauf und beweisen Satz 
3.1 b, indem wir auf Formel (5) aus dem Korollar von Satz 


-4.1 zurückgreifen. Da es zu P ein eindeutig bestimmtes Pi 
gibt, existiert 


—~- 


pe = (P}i 
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4. Fortsetzungen von P. — Das Hauptergebnis dieser Arbeit 
ist in Satz 4.1 zusammengefaBt und lautet : 


(1) Pr = Py, 
(2) | Pi — pr, 


Hierdurch werden die Fortsetzungs- und die Dualitats- 
theorie miteinander verbunden. Es ist (2) eine Folge von (1), 
ebenso umgekehrt: Schreiben wir (1) fiir P anstelle von P 
auf und benutzen Satz 2.1, dann erhalten wir: 


Prize PF 


Jetzt dualisieren wir diese Gleichung, verwenden noch 
einmal Satz 2.1 und erhalten (2). Ebenso schlieBt man umge- 
kehrt. 

In diesem Abschnitt soll (1) bewiesen werden. Der Beweis | 
ist jetzt nicht mehr schwer, er besteht in einer konsequenten 
Anwendung der Definitionen 3.1 a, b und Definition 2.1. Die 
Definitionen 3.1 a, b sind schon so formuliert, da8 alles sehr 
einfach wird. Wir beweisen zunächst die achwachers Form 
von (4), nämlich 


(3) Pia Pr, | 
Ist se OW(P?), so gibt es ein æ e OW(P’)» <w und ein. 


w, eOW(P) sowie einen dualisierbaren Epimorphismus 


8: K(#) > K(G). 


7 


Da #, e P’ ist, ist wegen der Dualitätskonstruktion und da 
(3b), in Definition 3.16 das duale Gegenstiick zu (3a) ist 
 e[P'] und ¢eP*. Da aber andererseits jedes ae P" ein 


5 e OW(P5) ist, und da es wegen Definition 3.1 a einen duali-l 
sierbaren Epimorphismus 


W(a’) > W(&) 


at 


für ein a = w > 9, w e OW(P') gibt, für a, = #, « OW(P), 


ist Pic P?. Die Forderung (3 b) für P? ist wieder erfüllt, da 
(3 a) für P' richtig war. Also gilt: 
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MUSarz'4.l — Ks! st 


(1) Pr = Pi. 
(2) | ve pi Pr. 


KorozLar. — Die injektive Fortsetzung von P làfit sich durch 
Dualisierung sowie den projektiven Fortsetzungsprozef wie 
folgt beschreiben: 


(4) pi — pr 
und umgekehrt 
(5) pe — Pi, 
5. Dimensionstheorie. — Die Theorie, welche wir in den 


vorangehenden Abschnitten behandelt haben, bekommt erst 
dadurch ihre Bedeutung, daB sie mit den Beispielen aus der 
Einleitung in einen sinnvollen Zusammenhang gebracht wird. 
Dieser Abschnitt ist dem Beweis der Tatsache gewidmet, da 
P‘ = D, ist. Wir zeigen also, daB durch unser Verfahren 
der injektiven Fortsetzung gerade die > r-dimensionalen 
Mengen im R” gewonnen werden kénnen. Der Beweis wird in 
zwei Teile zerfallen: Zunächst muB man zeigen, daB es zu 
_jedem ae Pi immer eine Abbildung 


f: |a| > |a|, 
a eP, gibt, die wesentlich ist. Dann beweisen wir die 


Umkehrung: Zu jedem ae D, gibt es immer einen dualisier- 
baren Epimorphismus 

og: W(a) > W(a,) 
für geeignete a, € P;. 

Im Folgenden werden wir uns die Freiheit nehmen, des 
Ofteren a anstelle von |a| zu schreiben (ae D; oder Pi), da 
die Normabbildung auf diesem Bereich eindeutig umkehrbar 
ist: Aus |a,| = |a.| folgt a, = ag. 

Zu Beginn erinnern wir uns noch einmal an die Definition 
der Atome in P, bzw. D,: 

Ein Atom zeN(P,) wird durch ein Ideal (z) beschrieben, 
sodaB 

(Ahezh= |(2)|ae R'nist. | 

(2 a) Für jede Umgebung Uj(|z|) und jedes ae(z) ist 

U(|z|) n a e (z). 


(2b) Es gibt ein Simplex s'eP,, sodaB a<o’ fir alle 
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hinreichend kleinen a e (z). | 

(3) Es ist (z) maximal mit den Eigenschaîften (4), (2). 

Ein Atom zeN(D,) wird ebenfalls durch ein Ideal (z) 
beschrieben, welches (1), (2 a) und (3) erfüllt. Die Bedingung 
(2 b) ist fortgefallen. 


Wir bemerken an der Stelle, daB nicht jedes Atom z <a, 


ae D einen r-dimensionalen Punkt beschreibt. Es kann |2|_ 


auch Häufungspunkt von > r-dimensionalen Punkten in a 
sein. Ist eR", x < |a| ein solcher Punkt, so ist ein Atom 
z< a mit |z| = x wegen (2a) vorhanden. Man kann also |a| 
als die Menge aller Häufungspunkte von > r-dimensionalen 
Punkten beschreiben. Wenn wir für ein X e D,X, diese Menge 
aller |z|, |z|¢ X nennen, dann ist X, abgeschlossen in X. 

Wir sammeln jetzt eine Reihe von Tatsachen über D,: 

(5.1) Sei f: X + Y eine stetige Abbildung, Xe Di, Y eP, 
und Y,¢ Y in P;, dann gibt es immer eine abnehmende Folge 
von Wurzeltragern ||, sodaB Y, = U|»,|, und sodaB es zu 
jedem w, ein 9, e W(X) mit fo; = w, gibt. 

Der Beweis ist offenbar trivial, denn die Punkte in Y und 
deren abzählbare VE De RÉ TOH liefern ein solches Sys- 


tem von Wurzelträgern. Allerdings darf man nicht fordern, — 


daB die Menge der w, abzählbar ist. 


Der Sinn von (5.1) ist, zu zeigen, daB jede Abbildung « 
f: X — Y Anlass zu einem dualisierbaren Epimorphismus gibt, 


in der Art, wie wir sie in (3.1) bereits angedeutet haben. 
Wir kommen auf unsere Untersuchung beziiglich der Atome 
zurück : 


eut 


(5.2) Ist XeDj, so ist X, (die Menge aller Atomträger » 


in X) ebenfalls in D; enthalten. 


Beweis. — Da X, abgeschlossen ist, ist Y = X — X, offen. 
Ware dim X, <r, dann ware dim Rd LE r, da RdY<X, 


ist. Weltérhén ist Rd Y abgeschlossen in Y, = YuRAY | 
und Y offen in Y, sowie Y, abgeschlossen in X. Da Y keinen - 


sa sddindensibiialen Punkt in X, also erst recht nicht in Y 
enthält, ist dim Y <r. Jetzt kénnen wir den Summensatz der 
Dimensionstheorie verwenden und finden: 


dim Yu Rd Y = dim Y, <r 


‘ 
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und 
dim X = dim Y, u X, <r 


entgegen unserer Voraussetzung, daB Xe |Dj| ist. 

Wir bemerken, da (5.2) falsch wird, wenn wir anstelle der 
Atomtrager die > r-dimensionalen Punkte nehmen. Bekannt- 
lich gibt es Mengen X, mit dim X >r sodaB die Menge aller 
> r-dimensionalen Punkte eine Dimension < r hat. 

Ist a, € P; und I" ein r-dimensionaler Wiirfel, so findet man 
immer eine Abbildung h: |a,| > I’, die wesentlich ist. Wir 
“ nehmen ein Simplex o’ca, und retrahieren |a,| auf 0”. 
AnschlieBend bilden wir o” homéomorph auf I" ab. Weiter 
unten werden wir einer solchen Abbildung A einen duali- 
sierbaren Epimorphismus h: W(a,) = W(I") zuordnen. 

Ist f: |a] > |a,|, a e D’ eine in allen Punkten von |a,| wesent- 
- liche Abbildung, so kann man g = hf bilden und wir behaupten, 
* daf g wesentlich ist. Ware g im Punkte ze I" nicht wesent- 
_ lich, so ware es auch in dem eindeutig bestimmten Punkte 
h(a) eo" nicht wesentlich gewesen, entgegen unserer Voraus- 

setzung. Diese Uberlegungen fassen wir zu der einen Behaup- 
tung zusammen: | 
_ (5.3) Wir kénnen uns bei unseren Betrachtungen auf a, = I" 
_ beschränken. 
(5.4) Ist 
f: Wa) + Wa) 


“ ein dualisierbarer Epimorphismus (ae Pi, a, eP;), so gehen 
-offene Wurzeln in offene Wurzeln über und umgekehrt gibt 
es in der Menge f-1{(#0), # ¢OW(a,) eine offene Wurzel 


- me OW(a). 


Beweis. — Zunächst wird bewiesen, daB offene Atome % 
in offene Atome übergehen : 

* Da/z|e R" ein Punkt und f ein dualisierbarer Epimorphis- 
- mus ist, ist auch |fz| ¢ R*. Das von ihm erzeugte offene Atom 
+ nennen wir 2. Da f dualisierbar ist, gibt es einen Mono- 
-morphismus 9: %—> %, sodaB fp— Identität und x e o( %) 
ist. Hierbei haben wir % = {#00 € OW(a,), Wo <%} und 
entsprechend für z gesetzt. Daraus folgt aber 9z = % und 
fn = x 
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Sei nun w eOW{(a). Wegen der Definition der offenen 
Wurzeln ist: | 
Mo = () (29). 

Zp Z Wo ; 

Es ist |fola = n [fzola Ist wo <2. so ist auch fo < fa, also 
ist #9 <f(2) und da -n (fz) offen und |f#wola = n |(fzo)|a ist, 
folgt, daB fw, offen ist. sen xl | 

Ist umgekehrt w, e OW(a,) n fOW(a), X >|al, |f| X= [wila 
so ist die von X bestimmte offene Wurzel # x die kleinste, mit 
dem Trager X. Es ist |fwxla = |#1la, aber da fwx offen ist, 
muB fwx = w, sein. Damit ist (5.4) bewiesen. 

Wir erinnern uns an die Behauptung (3.1), wo die Umkehrung 
zu (5.4) bewiesen wurde. | 

Ist 


f: W(a) = W(a,) 
gegeben, so ist durch |f| eine Abbildung von |a| auf PA be- 
stimmt wenn |a| = BE ist. Das Umgekehrte ist allerdings 


z<a 
nicht der Fall. Der Kenntnis von einem |f| liefert uns 
hier kein eindeutig bestimmtes f. 6 

Wir zeigen zunächst, daB, wenn f ein dualisierbarer Epimor- 
phismus ist, |f| eine wesentliche Abbildung ist. Damit hatten 
wir dann die erste Hälfte unseres Zieles erreicht, namlich wir 
hätten bewiesen, daB Pic D, ist. 

(5.5) Es ist |f| stetig. 


Beweis. — Man kann sehr einfach zeigen, daB |f| in der 
Topologie tp stetig ist: Ist X offen in a,, so erzeugt jedes 
Atom ze N(a), |f:le X in f-1 X, also ist auch f- X offen’ 
in t,. Da f dualisierbar ist gibt es einen Monomorphismus 


p: fOW(a)+>OW(a), | 


7 


soda f¢ die Identität ist. Es ist o ein Isomorphismus von 
fOW(a), auf gfOW(a). Ist X offen in |gfOW(a)|, so ist” 
X = Yn |¢fOW(a)|, wobei Y offen in a ist: (alles rel. tpt). 
Nun ist der Ubergang von t zu p in (1.4) ein, im Sinne der. 
Tangentialstrukturen invarianter ProzeB, d.h. sind P und Q 
isomorph, so sind t, und to und p, und jo isomorph. Das. 
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aber heibt, daB offene (rel. ),,) Mengen in |a,| in offene Mengen 
in Pi (rel. px) übergehen. 
(5.6) Es ist |f| wesentlich, wobei wir a, = I" setzen. 


Beweis. — Ware |f| an allen Stellen unwesentlich, dann 
sei 5°‘ ein (r — 1) — Simplex, welches I’ in zwei Teile, I" 
und LE zerlegt. Nun kann man ein Teilsimplex T'-!cS"-! 
und ein zu |f| beliebig benachbartes g, sowie eine Umgebung 
U(T) rel. I; finden, sodaB g(lal) cl" — U und sodaB eine 
Umgebung V(T) rel. Ij existiert, sodaB |f| = g auf |f| 2 V(T) 


ist. Ist xe |a|y = |f| ee T’—' und wie üblich, w, das entspre- 


chende offen Atom mit |w,|,4 = x, so ist |f||b] (bew,) nicht 
offen in I". Sei » e W(I’), ¢e W(Ii), so ist kein 9, e W(a) mit 
lila = x, fv; =» vorhanden, also kann fw, nicht offen gewesen 
sein, entgegen unseren Voraussetzungen. 
Sei |f| eine stetige, wesentliche Abbildung : 
If] = al > lal, 
so erklären wir eine Abbildung 


f: W(a) > W(a,) 


aeD;, & eP; in folgender Weise: 
Ist # e W(a) — OW(a), so bilden wir die Menge 


If\(m) = fIFIIBIIb ew}. 


Es ist zwar |f|() kein Ideal in I’, also schon garnicht eine 
Wurzel, aber es ist [f|(#æ) ein Ideal im Bereich aller Teil- 
mengen von I’. Sei ze N(P,) ein Atom mit der folgenden 


. Eigenschaft : 


(*) Zu jedem ce(z) gibt es ein & € |f|(#), mit cnla| 9. 
(Der Querstrich bedeutet hier die abgeschlossene Hülle). 
Wir setzen fw =n(z). Da » eine Wurzel war, ist auch 


_ fw eine Wurzel mit |frla = [fllwla. Ist w e OW(a), so setzen 


wir fw gleich derjenigen offenen Wurzel, die durch |/||s|, 
bestimmt wird. 

Wir behaupten : | 

(5.7) Es ist f ein dualisierbarer Epimorphismus von W(a) 


- auf W(a,). 


Beweis. — Wir kénnen wegen (5.3) für unsere Zwecke 
a =I" setzen. Zunächst ist sicherlich f anordnungserhal- 


es | len En 2 


Li 
E © 
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tend, da die offenen Wurzeln die kleinsten mit festem Trager 


sind. Ist X cI" ein geeigneter Wurzeltrager, so gibt es wegen 


(5.1) auch ein Ycl|al, fY =X, welches Wurzelträger ist. 


Ist X CI" und erzeugt ein Atom ze N(P,) in X, so erzeugt 


jedes f-1z in |f|-!X wegen unserer Konstruktion. Sei also 
jetzt we W{(l") — OW{l") eine Wurzel, so nehmen wir ein 
X cal, mit fX—/[|#|1 und konstruieren die folgende Wurzel 


ve W(a): Wir nehmen alle ze N(a), (2) 2 fw =$d||f||b] eo} 


und bilden » =n(z). Ist »e W(a) —OW(a), so ist fo = w. 

Wir miissen zeigen, daB man » so bestimmen kann, dab 
ye W(a) — OW(a) ist. Ist » offen, so behaupten wir, dab 
man immer aus jedem hinreichend kleinen b ew mindestens 
einen Punkt x fortlassen kann, sodaB |f||b| = |f|(|b] — x) ist. 
Ist das gezeigt, so ware diese Wurzel 9», gefunden, sodaB 
fe: = » und 9, e W(a) — OW(a) ist. Wir nehmen also an, 
daB das nicht der Fall ist, was besagt, daB die Abbildung |f| 


auf allen hinreichend kleinen |b| ev eineindeutig ist. Daw 


nicht offen war, ist für alle ce, die hinreichend klein sind, 
jeder Punkt x von ||, Randpunkt von |c|. Es gibt nun nur 
einen Urbildpunkt y mit [fly = x,yelvla Nun ist aber ¢ 
offen, d.h. y ist kein Randpunkt in y. Man kann jetzt leicht 
für beliebiges e >0 eine Abbildung g finden, ¢/(|f|, g) <«, sodaB 
eine offene Menge U in I’ mit x e U vom Bild von einer Umge- 


bung V von y freibleibt. Wählte man V so, was ohne Wei- 
teres méglich ist, daB |f| V wesentlich war, so ist das also » 


ein Widerspruch. Also ist f ein Epimorphismus. Wegen 
(3.1) und unserer Definition von f ist f dualisierbar. Damit 
ist (5.7) und der folgende Satz bewiesen : 
_ SATZ 5,1. — Ist ty eine (T) Topologie (s. 1.2), so ist: 

he 

Wir miissen nur noch etwas über das Axiom (2a) in Defini- 
tion 3.1 a sagen: 

Ist |a| = |I"| = |a,|, so kann man natürlich für f die Iden- 
titat nehmen, da in I", wie bereits mehrfach erwähnt, jede 
r-dimensionale Teilmenge X eine offene (rel. I’) enthalt. 

Offenbar ist die Forderung beziiglich der Topologie tp: nôtig, 
um auf D" zu stoBen. Anderenfalls würde man zwar topo- 
logische Raume ae Pi vorfinden, deren Punkte im R' liegen, 
deren Topologien aber von der Topologie t, verschieden sind. 


— En 2 y 
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P.S. Alexandroff hat bemerkt, daB dieser Satz AnlaB zu 
einem axiomatischen Aufbau der Dimensionstheorie geben 
_k6énnte. Wir wollen hier auf diese Frage nicht naher eingehen, 
sondern sie an anderer Stelle ausfiihrlich behandeln. 


6. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten. — Unter einer diffe- 
renzierbaren Mannigfaltigkeit V" verstehen wir im Folgenden 
eine stetig differenzierbar in den R" eingebettete Mannigfal- 
tigkeit der Dimension r. Zu jedem xe V" gibt es also eine 
eindeutig bestimmte Tangentialebene E', die stetig mit x 
-varuert. In der Einleitung wurden die Atome in M, defi- 
niert. Wir beziehen uns auf diese Definition. In diesem 
Abschnitt wird der vorläufige SchluBstein auf unser Gebäude 
gesetzt und der Satz 6.1 bewiesen: 


Satz 6.1. — Es ist 
(1) MP 


Der Bereich der Wurzelträger ist atomar, die Atome sind 


| die Punkte des R’. Im Folgenden haben wir Abbildungen 
f: Kw) > K(m) 


- zu untersuchen, wo #, e OW(P,) und w, e OW(P?) oder aus 
- OW{(M,) ist. Wir kénnen immer », als eine offene Wurzel 
 annehmen die, einen Punkt ze R® zum Trager hat, denn zu 
jedem w, gibt es ein », mit w,<, und ||, = x. Ebenso 
gibt es in w, eine Wurzel #, >, || = yeR", sodaB 
wir uns immer ohne Beschränkung der Allgemeinheit auf 
offene Wurzeln #,, #, beschränken kénnen, die Punkte zum 
Trager haben. 


Wir beweisen (1) in zwei Teilen. Zunächst zeigen wir 
(2) PP a M,. 
Sind also meOW(M,), #,¢OW(P,) zwei Wurzeln mit 


 Punkten als Trager, dann miissen wir einen Epimorphismus 
f: K(w0) > K(w:) 
1 finden, der dualisierbar ist. Wir nehmen zunächst 


|ola = |i), = x 


Tt 

} 
2 
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an. Wegen der Homogenität des R" kann man diese Annahme 
offenbar ohne Beschrankung der Allgemeinheit machen. 
Ist I" ein Würfel mit Zentrum x, so betrachten wir alle 
Mannigfaltigkeiten V" und bezeichnen sie mit (I’, x), die den 
folgenden Bedingungen genügen : 
(1) Ist V'e(I’, x), so hat V" die von I” aufgespannte Ebene ~ 
E’, zur Tangentialebene an der Stelle x. . 
(2) Die senkrechte Parallelprojektion py von V' in Es ist 
eine topologische Abbildung in I’. 


Jede Mannigfaltigkeit, die (1) erfüllt, enthalt eine Mannigfal- 
tigkeit, die (2) erfüllt. Ist Vje(Ii, æ) (1 = 1,2), so kann es 
durchaus ein We M/, W< Vin Vi geben. Wir bemerken, daB 
es zu diesem W eine Abbildung p, = py, und eine Abbildung 
Pe = Pv, in Ii baw. I; gibt. Liegt W in einem V e(I’, 2) und 
ist ein Atom ze N(M,), |z| = x, z< W vorhanden, dann gibt 
es nur ein solches V, denn die Tangentialebene an W im 
Punkte x ist eindeutig bestimmt. 

Sei jetzt x e K(w). Wir zerlegen den Trager in soviele W mit 
der zuletzt genannten Eigenschaft, wie es gibt und bilden die 
entsprechenden py. Ist in U kein Atom z, |z| = x vorhanden, 
so kann es mehrere W 2 U geben, die es enthalten und dements- 
prechend wird U in mehrere I” abgebildet. Ist ein |a| < |x|4 
und ae P, so bilden wir den Teil a überhaupt nicht ab, sondern 
lassen ihn fest. Da die Abbildung von |x|,, die wir so erklart 
haben, im Kleinen topologisch ist, werden Wurzeln in |x|, 
auch eindeutig in Wurzeln abgebildet und wir bekommen im 
Ganzen eine Abbildung von x auf eine Kowurzel v in (,). 
Hat x einen Trager, der eine offene Menge im R" enthält, so 
ist offenbar dasselbe fiir v= fx richtig. Ist also x irgend eine 
Kowurzel in K(#), so finden wir eine Kowurzel x, >x mit 
offenem Trager und es wird durch f-1: 


Fea) = {rly <fla), ve fK(™)} | 
in *, abgebildet. Da f-1 ein Monomorphismus ist, ist 

(6.1) f dualisierbar. 

Ist v irgend eine Kowurzel in K(w,), so nehmen wir zu jedem 
X<|vla, welches in einem I” liegt, eine Mannigfaltigkeit 
Vie(T, x) und das Urbild py'X. Diejenigen Teile von |v}a, 
die zu keinem solchen V gehôren, lassen wir fort. Mann kann 
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natiirlich auch V" = I" setzen. Dadurch bekommen wir ein 
Urbild von v heraus, welches, da diese Umkehrabbildung im 
Kleinen topologisch ist, eine Kowurzel y wird mit fy = x, 
also : 

6.2 Es ist f eine epimorphe Abbildung. 

Sind. %1, x: zwei Kowurzeln in K(#,) und x, <x, dann ist 
natiirlich auch fx, < fx. Ebenfalls sieht man sofort, dab 
|fxla = |f| |x|a ist, wenn man |f| in naheliegenderweise so 
erklart, wie wir es oben getan haben. Wir waren ja so vor- 
gegangen, daB wir erst |f| und dann erst f erklärten. Daraus 
folgt also: 

(6.3) Es ist f eine homomorphe Abbildung von K(,) in 
K(#,). Die Behauptungen (6.1), (6.2) und (6.3) zusammen 
liefern : 

(6.4) Es ist f eine dualisierbare, epimorphe Abbildung von 
K(%) auf K(#,) und infolgedessen 


(2) P?>M.. 


Jetzt gehen wir dazu iiber, die Umkehrung zu beweisen. 
_ Wieder ist #,<«OW(P,), |milaeR", # ist aber jetzt in 
OW(P2) und |#|4e¢R” Es werden von dem offenen Atom 


#, in der nicht normalisierten Struktur Nx'P? unter anderem 


auch die differenzierbaren Mannigfaltigkeiten, also vor allem 


die Wiirfel I" mit Zentren x = | |, erzeugt. Wir setzen 
_ voraus, es gabe einen dualisierbaren Epimorphismus 


f: K(w0) > K(#4). 


| Aus der Dualisierbarkeit von f folgt, daB die offenen Kowur- 


zeln in K(w,) monomorph in gewisse offene Kowurzeln von 


- K(w) abgebildet werden. Den offenen Kowurzeln entspre- 
chen aber die Elemente von P; bzw. P?’. Sei also + ein solcher 
> Monomorphismus, der f dualisiert und einen Wiirfel I’ in ein 


Element ae P? abbildet. Da + eineindeutig und, wie man 
sich leicht überlegt, auch beiderseitig stetig ist, ist in jedem 


» ae P? eine topologische Mannigfaltigkeit enthalten. Also ist 
_ P? sicher in der Struktur T, aller r-dimensionalen topolo- 
gischen Mannigfaltigkeiten im R" enthalten. Es ist 


Pee Veo Poet 


Wir zeigen jetzt, daB diese Mannigfaltigkeiten sogar diffe- 


144 FRIEDRICH-WILHELM BAUER 


insbesonders eine Abbildung 


f:$zllzl = Iwolai > {z|[z| = [la 
Im Falle von (6.4) war [wa = |#:| = ze R* und wir kénnen 
das Ideal 
f7=2 


betrachten. Die fragliche Abbildung f wird auf den Atomen 
einfach durch die entsprechenden Ideale erklärt. Wir haben 


sie in der Einleitung schon erwähnt. Dieses Ideal D hat 


nun die folgenden Eigenschaften : 


(D1) Ist z e N(P,), (x) 2 D, dann ist 4 = 2. 


(D2) Das Ideal D wird von Elementen a erzeugt, deren 


Trager offen rel. x ist (d.h. es ist |a| — x offen). 
(D3) Es ist D minimal mit den Eigenschaften (1) und (2). 


Diese Eigenschaften sind offensichtlich alle erfillt. Wir 
interessieren uns sehr viel mehr dafür, daB diese Eigenschaften 
sogar D(z,) eindeutig bestimmen, denn man kann leicht eine 
Konstruktionsvorschrift fiir D(z,) angeben und durch Durch- 
schnittsbildung aller Ideale, die (D1) und (D2) erfüllen, die 
Eindeutigkeit von D(z,) beweisen. Diese Konstruktionsvor- 


schrift lautet so, daB wir für die erzeugenden Elemente, die 
in (D2) genannt werden, rel. x offene Elemente nehmen, die” 


die Vereinigunsgmenge von lauter Elementen ae P sind, zu 
denen es ein Atom z <a, || = x gibt und ein I" mit ac I’. 


Ist nun z, e N(T,) und (x) 2 D(z,), dann ist jede Mannigfal-. 


tigkeit VeT, (also jede nicht notwendig differenzierbare, 


aber topologische r-dimensionale Mannigfaltigkeit) an der. 


| 


renzierbar sind. Wir wollen hier noch einmal auf den Beweis | 
(6.4) zuriickgreifen. Die Abbildung f vermittelt natiirlich 


Stelle x differenzierbar. Auf die stetige Differenzierbarkeit 4 


werden wir noch näher eingehen. 


Wir behandeln zunächst den Spezialfall, daB f auf den. 


offenen Wurzeln von K(P,) die Identitat ist und daf infol- 
gedessen ||, = | ,|4 = x ist, also die Dinge so liegen wie bei 
der Abbildung f aus (6.3). 

Entsprechend zu unserem D(z) gibt es jetzt auch ein Ideal — 
D'(z,), welches so erklärt ist, daB jetzt alle ze N(P?) zur 
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Konkurrenz zugelassen werden. Es ist D’(z,) < D(z). Kénn- 
ten wir zeigen, daB immer 


(3) D'(4) = D(z) 
ist, so ware wegen obiger Uberlegung dieser Spezialfall erle- 
digt. 


Es ist (3) bewiessen, wenn wir die obigen drei Eigenschaften 
fiir D’ nachgewiesen haben: 


Zu (D1): Ware z, e N(P,), (z)2 D’(z,), dann ware f(z.) = 


_und da f auf P, konstant ist, z = 2. 


Zu (D2): Ware (D2) nicht erfüllt, so gibt es ein Erzeugenden- 
system ja, V b;{, wobei {a,} das in (D2) genannte Erzeugenden- 
system von D(z,) ist. Da jedes a; V 6; Trager einer Kowur- 
zel in P, ist, muB b,eP,; sein, d.h., es kann nur ein z< b, 
für alle b, geben, nämlich z= z,. Daraus folgt, daB b, <a; 
und a; V b, = a, ist. 

Zu (D3): Das Axiom (D8) ist für D’(z,) erfüllt, da es bereits 
für das gréBere D(z,) erfüllt war. 

Da mit ist (3) bewiesen. | 

Um diesen Spezialfall, den wir bereits bewiesen haben, auf 
den allgemeinen Fall zu erweitern, benutzen wir Definition 
3.1 b (2b): Da |mola, |1|, beides Punkte sind, sind ihre Trager 
isomorph. Zu #, gibt es eine Wurzel w,e OW{P,), die den 
Trager ||, hat und die zu w, isomorph ist. Durch f wird 
dieses #, auf w, isomorph abgebildet. Durch f wird also eine 
topologische Abbildung des R” auf sich vermittelt, bei welcher 
w, auf w,, also insbesondere ||, auf |#,|, abgebildet wird. 
Damit ist die Méglichkeit gegeben, w, und w, zu identifizieren 
und wir haben den allgemeisten Fall auf den friiher behandelten 
Spezialfall zuriickgefiihrt. 

Jetzt haben wir noch die Frage der stetigen Differenzier- 


- barkeit zu behandeln: 


Sei V" eine Mannigfaltigkeit in PF und VS eine in V’ 
dichte Menge, die nirgends offen ist. Es ist Vi Trager einer 
Wurzel se OW{(P?) Wegen Definition 3.15 muB es eine 
Wurzel # e OW(P) und einen dualisierbaren Epimorphismus 
f: K(v) > K(w) geben. Man kann ohne Beschränkung der 
Allgemeinheit annehmen, daB » e [OW(P>)] ist. Man kann eine 
polyedrale Mannigfaltigkeit W'e P; finden, die zu V" topolo- 


gisch äquivalent ist und eine Bildmenge {Vp = Wo, die die 


10 


Î 
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gleichen Eigenschaften wie Vp in V' um in W” hat. Sei o € WU 
ein Simplex und ze Vj, sodaB y = fx innerer Punkt in W3> ist. 
Durch eine Abbildung + e Df (s. Definition der dualisierbaren 
Abbildung am Ende von Abschnitt 2) wird « isomorph auf 
eine Umgebung U(x) € V' abgebildet. Wegen Definition 3.16 
(2b) ist dieses auf die in D(2) beschriebenen Erzeugendensys- 
teme a festsetzbar. Ist nun in {y} eine gegen y konver- 
gierende Folge, so betrachten wir zu jedem y; ein Erzeugen- 
densystem fai} für ein Atom 2, [z| = y, von D(z). Wenn nun 
eine Folge a, für festes y gegen ein a, € D(z) (|z|) = y konver- 
giert, so ist für die Bilder unter f dasselbe richtig. Das beweist 
aber die stetige Differenzierbarkeit von V', da damit auch die 
Tangentialebenen an den Punkten x, gegen die Tangential- 
ebenen im Punkte x konvergiert. 
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_SUR LES TRANSFORMATIONS 
DES VARIETES RIEMANNIENNES ET KAHLERIENNES 


par R. COUTY 


INTRODUCTION 


Le présent travail est consacré à l’étude de certaines trans- 
formations des variétés riemanniennes et des variétés kähle- 
riennes, ou plus généralement des variétés munies d’une 
connexion euclidienne ou linéaire. Sauf avis contraire, il 
s’agit toujours de variétés différentiables de classe C°. Nous 
faisons constamment usage de la dérivée de Lre dont la défi- 
nition et les propriétés essentielles sont rappelées dans les 
préliminaires. Ce travail est divisé en deux parties. La pre- 
mière partie est de caractère local; elle est inspirée par l’étude 
des espaces harmoniques. Rappelons qu’un espace riemannien 
est dit harmonique relativement à un point O, si, s, désignant 
la distance géodésique de O à un point variable M, le laplacien 
À,s ne dépend que de s. On sait [15, 16], que sur un tel espace, 
l'élément de volume en M est invariant par toute transfor- 
* mation conservant la sphère géodésique de centre O et passant 
par. M. Ceci nous conduit à étudier sur une variété rieman- 
. nienne. quelconque, parmi les transformations locales conser- 
vant la sphère géodésique celles qui conservent l’élément de 
volume, ou plus généralement telle ou telle structure géomé- 
trique. Sur une variété V munie d’une connexion linéaire, 
on peut définir de telles transformations en considérant le 
paramètre affine des géodésiques; soit T, l’espace vectoriel 
‘tangent en O, à tout endomorphisme & de T, nous associons 
la : transformation locale M->M’=G(M) définie de la 


4 


manière suivante: dans un voisinage convenable de O, a 


À 
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tout point M correspond la géodésique (g) passant par O 

et M, soit @ son vecteur tangent en O, @ est transformé: 
par a en 9’, on prend sur la géodésique (g’) tangente en O 

à 9’, le point M’ de paramètre canonique s’ égal au paramètre 

canonique s de M. Nous prendrons plus particulièrement pour 

endomorphismes «& les éléments du groupe d’holonomie infi- 

nitésimale oj au point au O. Le chapitre 1 est consacré aux 
définitions des transformations étudiées et au rappel des 

propriétés des coordonnées normales et des tenseurs normaux. 

Dans le chapitre 11, V est à connexion riemannienne et on 

étudie le cas où les transformations 6 sont affines, projectives — 
ou conformes (dans ces deux derniers cas nous sommes amenés 

à supposer V espace d’Einstein) ou bien conservent l’élément 

de volume, on en déduit des propriétés de la courbure (espaces 

localement symétriques, ou espaces dont le tenseur de Ricci 
est à dérivée covariante nulle). Le chapitre 11717, étudie, pour 
les variétés kähleriennes l’invariance de la structure complexe, 

puis le cas où les transformations G sont projectives ou 

conformes, l’hypothèse, espace d’Einstein n’étant plus néces- 

saire ici. Le chapitre rv concerne les variétés à connexion 

euclidienne, nous établissons d’abord quelques formules 

valables pour une connexion linéaire, puis nous considérons 

l’exemple d’un espace de groupe semi-simple, où se trouvent 

réalisées certaines hypothèses que nous sommes amenés à 

faire par la suite. Pour une variété riemannienne munie d’une 

connexion euclidienne, nous obtenons moyennant des hypo-* 
thèses sur la torsion, des résultats analogues à ceux du cha- 

pitre 111. 

La deuxième partie est essentiellement l’étude des trans- 
formations infinitésimales projectives ou conformes sur une 
variété riemannienne ou kählérienne. Dans le chapitre 1, la» 
variété est supposée compacte, ou plus généralement complète. 
Dans le cas compact, nous obtenons une relation entre le signet 
de la courbure de Ricci et l’existence de transformations infi-" 
nitésimales projectives. Dans le cas complet nous retrouvons 
un résultat de Hano [6]; et, si la variété riemannienne complète 
est simplement connexe, nous obtenons pour les transforma- 
tions projectives et pour les collineations conformes, un théo- 
rème de décomposition analogue à celui du cas affine. Le 
chapitre se termine par une étude des endomorphismes [10, 20] 
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associés à une transformation infinitésimale affine, projective 
ou conforme. Au chapitre 11 nous montrons que certains des 
résultats de Bocuner, Licanerowicz, Yano [27, 16] pour les 
tenseurs d’un espace riemannien compact, orientable, sont 
valables pour les tenseurs G-invariants d’un espace homogéne 
G/H, ce qui nous permet en particulier d’énoncer un théorème 
de semi-simplicité. Nous étudions ensuite le cas particulier 
où l’espace des classes de cohomologie des n-formes G-inva- 
riantes et de dimension 1, nous obtenons dans ce cas pour les 
p-formes conformes G-invariantes des résultats analogues à 
ceux obtenues pour les p-formes dans le cas compact. Le 
chapitre 111 est réservé au cas où V est espace d’Einstein, 
l’espace vectoriel des 1-formes projectives (resp conformes) 
admet une décomposition en somme directe analogue à celle 
donnée par Licanerowicz [18] pour les formes conformes 
dahs le cas compact. Si V est de plus harmonique, ou homogène, 
toute 1-forme projective (resp conforme) est isométrique; il 
en est de même, sous certaines hypothèses si V est complet. 
Le chapitre 1v est l’étude, dans le cas où V est une variété 
kählerienne des 1-formes projectives (resp conformes) fermées, 
elles sont alors affines (resp homothétiques), si on ajoute 
l'hypothèse compact, ou complet, avec une restriction sur le 
groupe d’holonomie, on a des formes a dérivée covariante 
nulle, Pour un espace d’Einstein-Kähler on obtient un résultat 
qui a été donné par Yano [26] seulement dans le cas compact. 
Certains des résultats de ce travail ont été indiqués dans 
quatre notes aux comptes rendus de l’Académie des 
Sciences [3, 4, 5]. 

Je suis heureux d’exprimer ma profonde reconnaissance 
a M. Anpre LicaNERowicz, qui n’a cessé de me prodiguer 
ses conseils et encouragements avec la plus grande bien- 
veillance et dont l’enseignement et l’œuvre, en particulier 
ses deux récents ouvrages [12, 13] ont été pour moi le 
guide le plus précieux. Que M. Cartes ÉHRESMANN, dont 
j'ai eu le bonheur de suivre les leçons et qui a bien voulu 
me proposer un sujet de seconde thèse veuille bien trouver 
ici l'expression de mes remerciements. Je remercie également 
Mme JacqueziNE LELONG-FERRAND qui a bien voulu se 
joindre à MM. Enresmann et LiCHNEROWICZ pour constituer 
le jury auquel est soumis cette thèse. 


PRELIMINAIRES 


§ 1. — Dérivée de Lie ([13] pages 12-32). 


Soit Vn une variété différentiable de dimension n, de 


classe C*; soit 9, une famille dépendant du paramètre te R: 


de transformations différentiables de Vn, nous dirons que nous 
avons un groupe à un paramètre de transformations diffé- 
rentiables si l’application : 


(t, z)eR X V,—o{x) = z(t) e V,, 


est une application différentiable de R X Vn dans Vn et si 
de plus, pour tett’eR 


Pine = Duo Pr. 


Un groupe à un paramètre de transformations différentiables — 
définit sur Vn un champ de vecteurs § de la manière suivante : 


pour ze Vn 


Réciproquement, si on considère un champ de vecteurs &, 
il n’existe pas nécessairement de groupe à un paramètre de 


transformations différentiables définissant ce champ de vec- 


teurs, mais, ce champ de vecteurs définit un groupe local à un 
paramètre de transformations locales de Vn. En effet, il suffit 


d'intégrer, à partir du point initial æ(0) = x le système difé- 
rentiel | 


(1-4) Or 


on sait que, pour tout ye Vn, il est possible de trouver un 


—_—~ 
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voisinage U(y) et un nombre positif ¢(y) tels que (1-1) admette 


une solution notée 


x(t) = exp (i) x pour |é| < e(y). 


L’application différentiable exp (#) admet une application 
linéaire tangente que nous noterons de la méme fagon et qui 
définit un isomorphisme de l’espace vectoriel T, tangent en x 
sur l’espace vectoriel T,., tangent en 2(t) = exp(t&)a. Par 
image réciproque, on a un isomorphisme exp(t&)* de l’espace 


des formes en x(t) sur l’espace des formes en x. Si Q est une 


p-forme, la dérivée de Lie de Q par & est la p-forme définie 
par 


[2(E)Q]_ = lim sl 


D’une manière analogue, exp(— t) définit un isomorphisme 


de T, sur T, et par suite un isomorphisme de l’espace des 
_tenseurs de type donné en z(t) sur l’espace des tenseurs de 
- même type en x. 51 © est un tenseur, la dérivée de Lie de © 
par & sera le tenseur défini par 


[L(E)G]e = lim EP 8)Pan— Ee, 


t>0 


+ Tl est commode dans les calculs d’introduire une connexion 


linéaire ([12] p. 72-107) y définie par une forme w. Dans un 


système de coordonnées locales quelconques désignons par Ej, 


. les coefficients de cette connexion; soit y la connexion associée 


- définie par 


Ein = LE, 


nous désignerons par V et V les opérateurs de dérivation 
- covariante relativement à ces deux connexions. La dérivée 
- de Lie de la connexion (y) est donnée par 


(4-2) [G(E)E], = ViVi + ER, 


. (où R',, est le tenseur de courbure de la connexion (y)). Pour 
. un tenseur ©, une fois covariant et une fois contravariant, 


ona 


' 


à oi ti 


(1-3) … [4(E)GP, = BV, + DOVE — CUVE. 


i 
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. On en déduit immédiatement la formule analogue pour un 
tenseur quelconque. Rappelons enfin la relation de commu 
tation des opérateurs £ et V, par exemple, pour un tenseur 
©, | 


(1-4) SEPT VE), = [H)EME —[LOERC, ! 


-§ 2. — Transformations projectives et conformes 


(voir par exemple, [26]). 


Un vecteur (&) définissant une transformation infinitésimale 
affine, projective, conforme, homothétique, isométrique, sera 
dit plus brièvement vecteur affine, projectif, etc..., et sur une 
variété riemannienne, grace a la dualité définie par la métrique, 
la 1-forme associée dont l’expression locale est §dz' sera 
appelée 1-forme affine, projective, etc... Rappelons qu'une 
transformation affine pour une connexion linéaire donnée est 
une transformation conservant cette connexion. Si Ë est un 
vecteur affine, on a 


(2-4) [EE = 0. 


Une transformation projective est une transformation conser- 
vant les géodésiques. Pour une connexion symétrique, si § 
est un vecteur projectif, il existe un vecteur , tel que 


(2-2) [ME)E x = dx — Oey 


Dans le cas d’une variété riemannienne, on voit par contrac- 
tion de i et j que Ÿ est le vecteur gradient défini par 


1 4 

2-3 = VV? = — ——— 

( ) bi i Se ou p bs 4. (2%: 4 
donc un vecteur projectif vérifiant dd = 0, (ot d et 8 sont} 
les opérateurs de différentiation et de co-différentiation de 
G. de Ruam [1]}), est affine. 


Dans le cas d’une connexion symétrique de coefficients 


Tj, de 
(5) Ripe = VLE) Ye — Val SE) Ye ((26] p. 17) 
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et de (2-2); on déduit 


(2-4) ER ie = iad ad Yj 
et, par contraction dei et l 
(2-5) Ra = (1 — n) Veh, 


Si nous considérons maintenant le tenseur de courbure 
projectif qui, pour un espace de Riemann est donné par 


«1 AG 
Whi = R'y — a (SR x — eR), 
on a, pour tout vecteur projectif E 
£(E) Wins — Wi 
Sur un espace de Riemann de métrique: 


5 4 : : 
une transformation conforme est une transformation preser- 
vant la métrique à un facteur scalaire près; si § est un vecteur 
conforme, on a 


(2-7) AE) gy = Vi, + Vi = 208; 


où ® est une fonction dont l’expression est déduite de (2-7) 
par contraction 


1 P Déni. ge 
D= (VE) = — 3. 


Si ® est constante, la transformation est une homothétie, 
et si 6 — 0, le vecteur conforme est isométrique. 
®, désignant le vecteur gradient 


Ÿ, = oP 


où 0,0 est une notation abrégée pour a 
on a ([26] p. 160) 
(2-9) (LE) Ye = DD + D, — By, D! 
d’où 
(2-10) LE)Riu = — VID Ù + VD, — gx VD + 8 VD 


Lea ir : 
fis F RAI be Le É : 
Le i‘ ê L "4 4 Dr x 
% - à : 8 > bits De 7 
i. ee iy, COVEVOTTAMHOMRMART HO : 


A eb th: is babe SUR wit Soak s 
Si (2-41) LR = — (n — 2}, — V0. | Si 


Considérons le tenseur de courbure conforme donné par 


C'yx a R" jx aren +; (Rx — oR, za ii Te gyR" x) 


) as 5) (Stgy— Bu) 


| (n Sco 
pour tout vecteur conforme £ 


£(E)C i = 0. 


? , 
a , 
,? 11 ' 
4 wy 
L r 
£” + 
LR” ol iff 
= ; 
~ , + 
~ ; : 
} 
. M * 
,8 tei trit : >i : 7 1} 
} — 
5! 4 | 4 71 _— 
\ + 
| > 1 FH RGSS 

y 4 
i t 
; 

. ) 0 fs aj [a | yz) tt LE » 
= ‘ 
ae peg (Ki ta} 

: a 
i at \ 
Ps t 
-# , 
: i L " : : à . L: 
7 oy 
‘a = 
TK : 
1 
thy vb 14 dy > ‘ rw. we 
av PAPE AE + Be, = WR. LOC) 


à Fe Oe 
* 4 LE Re: te all 
+ ee - FOR 7 
. . 1. fi Le 


PREMIERE PARTIE 


Transformations locales définies par l’holonomie infinitésimale. 
CHAPITRE PREMIER 
DEFINITIONS 


§ 3. — Coordonnées normales et tenseurs normaux. 


Soit Vn un espace riemannien; dans cette premiére partie 


nous ferons fréquemment usage des coordonnées normales 
…([25], p. 84). Nous rappelons que, pour définir un système 


de coordonnées normales d’origine O, on mène les différentes 


_géodésiques issues de O, @f (1—1,2...n) désignant les 


composantes par rapport à un repère quelconque d’origine O 
du vecteur unitaire tangent en O à la géodésique OM, les 


- coordonnées normales du point M sont: 


ai = O's 


ou s est la longueur de l’arc de géodésique OM. Dans ce para- 


LU. 


graphe les coordonnées locales employées sont les coordon- 


nées normales. I}, désignant les coefficients de la connexion 


 remannienne, on a, au point M 


ja 


et à l’origine O 


(L#)o = 0 


- rappelons encore la relation: 


eo 


ES (gr. 
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Considérons maintenant les dérivées en O des coefficients li} 
(An) = (OT ix)os .…. (Axr..rlo = (2%... ue 


Si on rapporte l’espace à des coordonnées normales d’ori- 
gine M variable, on définit des ensembles de fonctions des 
coordonnées de M. On sait que ces fonctions sont les compo- 
santes de tenseurs, au tenseur A',,.,à,,, indices on donne 
le nom de tenseur normal d’ordre p ([25] p. 102). Nous aurons 
besoin dans la suite des composantes des tenseurs normaux 
d’ordre 2 et 3 calculées en fonction des composantes du tenseur 
de courbure. Nous suivrons pour cela la méthode indiquée 
par Elie-Cartan ([2], p. 243). Au point O nous attachons 
un repère R, et en tout point M d’un voisinage convenable 
de O le repère déduit de R, par transport par parallélisme; 
le long de la géodésique OM. Nous désignerons par @ et 
wi les formes qui définissent le déplacement de ce repère, 
elles s’écrivent en posant 2° = aït, les a' restant constants | 
le long d’une géodésique issue de O 


nat | i ee eS vt 
AT panne 
où les 6’, w'i sont. de la forme 
| | 0 = ai(t, a) da 
w'i— yi,(é, a) da*. 
Partons des équations de structure 


d= wi A 0" 
dni 31008, Seine > Ri, O* A 8 


(3-2) 


Remplagons 0! et w} par leurs expressions (3-1), on obtient 
| 0,0" = da! + alw'i 

cag a = Riu". | | 

On en déduit un développement limité de 6” et w'i suivant 


les puissances de ¢, et, en revenant aux formes 0! et wi et 
aux coordonnées normales, on a: 


D = da! + = (Riu) atx da + 5 (Ru) stat! dut À 
1 


| 
W} = 9 (R'1)0 x! dx" + 3 (V,R'uo a'a” dx*, 


(3-4) 
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En repassant au repére naturel relatif aux coordonnées 
normales d’origine O, il en résulte, en utilisant l'identité de 
- Bianchi, le développement de l', 


er 1 
ls, a Sa [Rone +R xjoT h 12 [4V, Ru 
sn Vin ViRy + VR'yloT 2", 


2 
d’où les composantes des tenseurs normaux 


à 4 e ) 
(3-5) A‘ ina a 3 (Rx À RSR 
: 1 
(3-6) À! pus = 12 [VER sui + Vi Ravin) 


eo me 2(V Ryka + VAR jx)  Ï S(V,R pur + VaR jori) | 


et, par contraction 


; i 1 
(3-7) Axa = — cx Rua; 
1 
(3-8) A rap == si 3 (Vi Rex 2 V,R» + ViuR,y)- 
§ 4. — Définition des transformations étudiées. 


Sur une variété différentiable Vn munie d’une connexion 
_ linéaire considérons un champ de tenseurs A‘;,..;,; les tenseurs 
- en un point O 

‘ ; an 
: (Aji, Vi bbs V5? dos set's (Vj, seks Vij A Stig ip Vt aries VU eee Ur, 
où V,,... V,; U,,... U,; sont des vecteurs de l’espace vec- 
toriel T, tangent en O, définissent des endomorphismes de T,. 


sp 


0 r 
Nous noterons en abrégé ces différents tenseurs par &', ..., a’, 


. 
et les endomorphismes correspondants par &, ..., @; l’indice 
r indiquant « l’ordre » de l’élément considéré sera supprimé 
lorsqu'il n’y aura pas lieu de préciser cet ordre. Si nous pre- 


nons pour À le tenseur de courbure, les tenseurs en O intro- 
0 


duits ci-dessus que nous noterons (J!, ..., Q engendrent 
l'algèbre de Lie du groupe d’holonomie infinitésimale en O 
([121, p. 133, [22]). A tout endomorphisme & correspond un 


groupe à un paramètre d’automorphismes de T,, exp (ua), à 
un tel automorphisme, transformant le vecteur 9 en le vec- 


ee al 
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teur 9’, nous associons la transformation locale suivante : dans 
un voisinage convenable de O, à tout point M correspond la 
géodésique g passant par O et M, soit © le vecteur tangent en 
O à (g), on prend sur la géodésique (8°) tangente en O à 0” 
le point M’ de paramètre canonique s’ égal au paramètre 
canonique s de M. Si (x) sont les coordonnées normales 
de M dans un système de coordonnées normales d’origine 
O, ces transformations sont définie par le vecteur £ dont les 
composantes en coordonnées normales d’origine O sont 


données par 


(4-1) = (a) 


. 0 P . 
Nous désignerons par Gq, ... Gq les transformations locales 
sur V ainsi associées au tenseur &. Nous allons plus parti- 


culièrement étudier les transformations 6, associées au tenseur” 


de courbure R. 


ne 


tn — 


CHAPITRE II 


TRANSFORMATIONS Cr SUR UNE VARIÉTÉ RIEMANNIENNE 


$ 5. — Cas où les transformations 6, sont affines. 


Soit V une variété riemannienne, £ étant le vecteur défini 
- en coordonnées normales d’origine 0 par (4-1) on a, dans ce 
système de coordonnées 


g Oe) Real) iE sde = 0, 
(VE')o = (2,6')o = (a ‘x (OV E'), = 
et 
(5-4) Les = VE, + VE geo + BA io + gy(L'a)oT 


- Nous désignerons par H le tenseur introduit par Etre 
Cartan et défini par 


Him = Vin aR yn n= VV mE yet 


- Nous appellerons espace (H) tout espace riemannien pour 
lequel ce tenseur est nul (1). 

Nous allons étudier les espaces V pour lesquels les transfor- 
mations 6, associées à un point quelconque O sont affines ; 
on en déduit d’ailleurs immédiatement qu’elles sont isomé- 
* triques; en effet, d’après (1-4), pour un vecteur affine & les 
opérateurs £ et V commutent, on a donc 


; VAE) By = 2(5)Vay = 0 
_d’autre part d’après (5-1) 
| (LE)gi)o = (Qy + Qi) = 9, 


(2) On sait [17] que si l’espace est de plus espace d’Einstein compact orientable, 
“ il est localement symétrique. 


/ 
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donc L(E)gy = 0. 
Les transformations © étant affines 

LE Riu = ENV Riu — VER + VER | 

( ) jkl g" jkt q ikl j 4 VER VER, a 
ce qui entraine 

(LE) Ro = (r£(§) Ro = 0, 
d’où 
(Rogjii2% + R igus? oe R gq, iz Ri ing) 0 G 0, f 

(OV Rx our Q'2,R4; 7 Q19, Ru <a Qs,0,R',, = & 02,R jeg) 0 Ti 0, 


on en déduit alors les égalités tensorielles. 


(5-2) Ra, ME à Matin ci RigitV a, eel V R4 inn 
of Ra, he » Vans = R9 Va = Va RY a oy 0, 
(5-3) Wy arr VERS VIRE Va, LS Va Ron, Raye : 
os Ve, Ga Va RE mn Vr Right 7 vs Ss ve Ri gmaV -Rijgi à 
Ve gi À bee ae yr ijkq — 0. | 


0 
Supposons simplement les transformations 6, affines (5-2) 
pour p = 0, est équivalente à H = 0. 


0 i 
Si les transformations 6g, 6, sont affines, par dérivation 


covariante de (5-2) pour p = 0 et, en tenant compte de (5-3) 
pour p = 1, on obtient 


VaRajntR mn + Va RigkR jnn te Va, RygR mn + VaR ijtgR mn == 0 
d’où en utilisant (5-3) pour p = 0 

(5-4) Ron V9 Rt >= 
on en déduit par contraction 

R1,V Rix re 0 

et si |R1,| 0 
il en résulte | ve 
VR'x = 0. | 


Supposons maintenant les transformations Ga et Gr affines ; 
par dérivation covariante de (5-2) pour p = 1, et en tenant 
compte de (5-2) pour p = 2, il vient 
Va Ron R'imn "à VaRiguiV 5 R jm | 

+ VaR Vs R%emn ie VaR gg V5 Rmn “a 0} 
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et, en utilisant (5-3) pour p = 1 

(5-5) Vana okt = 0 
| ce qui peut s’écrire, d’après la deuxième identité de Bianchi 

(5-6) Va Ryan V4 R igij A VaR omnV Roni =0 
d’où, par contraction de b et 1, m et i, net j, aetk 

(5-7) VEFRMV Ray + VS RM!V Roxy = 0 
. mais de (5-5) on déduit par contraction de b et k, m et i, n 
et 7, a et | 


qkij 


wv REV Ru => 0 


(5-7) se réduit alors a 


(5-8) VERMV Rati = 0 
si.V est proprement riemannien, il en résulte: 
ViRqu = 0. 
THEOREME. — Soit V un espace riemannien; si les transfor- 


0 
mations ©, sont affines, V est un espace (H). Si la courbure 


de Ricci est non dégénérée (resp. si V est proprement riemannien) 
0 4 1 2 


… et si les transformations Or, Gp (resp. Ga, Gn) sont affines, V est 
localement symétrique. 


Remarque. — Soit a’; un tenseur quelconque vérifiant 


jai|-0 par un calcul analogue à celui que nous avons 
fait, on montre que si un tenseur t est invariant par les endo- 
4 


morphismes & et par les transformations 6g alors Vi=0. 


§ 6. — Cas où les transformations ©r 
sont projectives ou conformes. 


Dans tout ce paragraphe V est supposé espace d’Einstein. 
19 Dans ce cas le tenseur de courbure projectif s’écrit : 

R i i 

M) (6 18 jk — O.Zi1) 


Wie + Rx ~ n(n 
pour tout vecteur projectif & de 


LE) Wiu = 0 
11 
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on déduit 
R À L 
£(&) Rix es n(n — 1) ne Sik “ri OI L(E) gy] 
7 a REZ. n(n — 1) [i(VE rt VS 0k (Vi: Là Vé))] Î 
d’où, en tenant compte de 
Q,; + OFF = 0 
‘et de 
(VE = 0, 


(LE) Rilo = (LE YRiulo = 0; 


on en tire les mêmes conclusions qu’au paragraphe précédent. 


20 Le tenseur de courbure conforme dans le cas d’un espace 


d’Einstein est identique au tenseur de courbure projectif, 


nous pouvons donc énoncer. 


THÉORÈME. — Soit V un espace d’ Einstein. Si les transfor- 


+ \ 0, L . 1 LA 
mations ©n sont projectives ou conformes V est un espace (H). Si 
la courbure scalaire est non nulle (resp: si As est Propre 


riemannien) et si les transformations ee 6 (resp. ns Ga) 
sont projectives ou conformes, V est localement symétrique. 


$ 7..— Invariance de l’élément de volume. 


Si V est nus [15], [16], les transformations conservent 


‘évidemment l'élément de volume. Nous allons plus générale- 


ment étudier quelles conséquences entraînent pour V l’inva- 


riance de l’élément de volume par les transformations Gp. 


L’invariance de l’élément de volume par une transformation 
définie par un vecteur & se traduit par 


S(t) = Fog + 280 = 0. 
Or, pour les vecteurs § considérés 
0,6" = 0 


et, la condition de conservation de l'élément de volume se 
Hé à 


eg = 0 


Rd en 
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d’où 


(7-4) [dees E28) ]o = 0 


mais 


(E')o = 0 
Bek! = (2,8!) = (Va. Va Ram" V' Ua... Uso)g 
(2a... 6 = 0 


donc, dans (7-1) seuls sont différents de 0 les termes où figure 


une seule dérivation de &. (7-1) s’écrit alors : 


(7-2) (5'0.,,5"ra,, ve a,8)0 


où S’ désigne la somme de tous les termes obtenus en rem- 
plaçant successivement a; par a, a, Partons maintenant de 


d,g = 2gl'i; 


on peut écrire 


dre, ae ano = 2294, F5 al + Lida, 4 an + 28'2,, Sa, ha a Fi 


n—i 
Te 2 à Su, we 89a, ut RS 
p=2 P p+ n 
où S’.a la même signification que précédemment et où la 


4 


- somme S est étendue à toutes les combinaisons p à p des n 


id disent 


nombres a, ...a,. En introduisant les tenseurs normaux, on a 
n—i 
(AL À a8)o —= [ 2¢A “on dar + A2. Sea, a a BA era, ee at 


À n—1 
RY, & LOEW 2.998%, gr. | 
(Pra, 41,8 )o [224 STa;, --- a nr À DRE y, 8 sr pa 0 
Le la somme S” est étendue à toutes les combinaisons de 
p — 1 des n — 1 nombres 1, ... 1, (7.2) entraîne alors 


(7.3) [So FA 0, | 
n—1 
+ LPS ET BAS era, Al = (i, 


s 
Jp+ 


or on a 
(d8)o —- 0, 
(dug)o = 2(gA*sas)o, 


(a£(E)B)o . (dE dns cn dE"dn£)o Cr 2g (046 "A ha ae das" A‘snd)o a 0, 
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on déduit alors de (7-3) par récurrence sur n 


(7-4) (RFA. )e = 0 


d’où, si les Ga relatives à un point quelconque de V conservent 
l'élément de volume, (7-4) entraîne les égalités tensorielles 
qui généralisent les équations de Corson et Ruse des espaces 
harmoniques. 


(7-5) Vu vas du TT TUE VV ne, Soc 0. 


Reprenons maintenant les équations (7-4) pour les tenseurs 
normaux d’ordre 2 et 3 


(7-6) PP imnA spf i RP PASS + 0 
Rae a RP inn AS sipk F RER *sijp =0 
» VEREuA",S 7% Va: : .V RP GA = 0 
~ VRP SA + ye +e Va ent sigh 
EN Va Rome = 0. 


En utilisant (3-7), (7-6) et (7-7) s’écrivent pour q = 1 


) 
) Va, £ 
) Va 


(7-10) RP inn pj + RP mn Rip — 0 
(7-11) VRP nn R pj yi VRP nn Rip = À 

d’où, par dérivation de (7-10), et, compte tenu de (7-11), 
(7-12) Ron VER pj + RP ima x Rip = 0 


(7-7) s’écrit, d’après (3-8) 
(7-13) Ru ViRy + VpR ye + ViRap) 


À pi PP inn(VieRip TE VR» se VR) | 
+ Rim (WpRy + ViRjp + ViRyi) = 0. 


En tenant compte des équations analogues à (7-12) déduites 
de (7-12) par permutation de i et k et par permutation de j — 
et k (7.13) se réduit a 


(7-14) Re Re + BP iV pRia + Ron Ry = 0, | 


contractons 1 et k dans (7.12), 


(7-15) RP ViR pj + + ne,.,0,R == 0, 


Contractons i et 7 dans (7.14) 
| 2RPV Rix oh RP imndpR tt 0, 


ee 
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d’où en comparant avec (7-15) (écrite en remplaçant j par k) 
7 RE AVR à a pts 
= or, 

RE VR» St RP, ,ViR,: ne: Med RP anW pits 
d’où 

RP aa pRue = 0 
d’ou, en utilisant la premiére identité de Bianchi 
RP an V Rx + Re, V Rx = 0. 
On en déduit 


(7-16) RAR = He nM p Hin 
Contractons maintenant m et k dans (7-12) 
(7-17) REV, Ry + R? ™V np >= 0, 


- contractons i et m dans (7-14), ce qui peut s’écrire, d’après 


D (7-16), 
(7-18) R?, V Rx To Rem n Vink rep a R?,” ay x Ry = 2 0, 


» et, en comparant avec (7-17) 


(7-19) RP,V Rx — 0. 
Considérons maintenant (7-8) pour q = 2, 
(7-20) V4V.R? imn R py ki ¥ MR? ‘ran Dig = 0 


» utilisons (7-8) pour q = 1, sous la forme 
| als ids Ht VRP innRip = 0 
par dérivation covariante, et en tenant compte de (7-20) 
(7-21) VRP nn VrR pj + V,R? mn Ve Rip = 0, 
i (7-9), pour q = 1, donne 
(7-22) V,RPim(ViBy + VB + VB) 

bya A rR? mie RB, + V; Rx in V pRxi) 
i + VBP pmn(Y Ry + ViRip + ViRpi) = 9, 
_ et, en tenant compte des équations analogues à (7-21) obtenues 
| par permutation de i et k, puis 7 et k (7-22) se réduit à 


(7- -23) Ve R? imnY Rx + Wid RP, jmn Gas a V RA nap Ry re 0, 
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gg 


Contractons i et k, j et m, n ét r dans (7-21), en utilisant, 


les relations 
Ve — V,R, et V.R; 


4 
tot THAR 
VRS, Pa, 


et 


il vient 


(7-24) (FRA VRP) VAR, + + VrRV,R = 0, 


Contractons maintenant dans (7-21) i et m, j et r, k etn, 
WREV,R,, + (VRP — VFR") V,R, = 0 
ou 
(7-25) (2V'R* — VFR“) V,R,, = 0 


contractons i et j, k et m, net r, dans (7-23) 
(7-26) (RE VRP) VR, + + V'RV,R a, 
Comparons cette équation avec ot qui peut s’écrire 


[VIRE — VR] V,Ra + 1 RV, R= 6 


on en déduit 
VPRV,R = 0 
et 
(VIR? — VPR*) 7 phe = 0 : 


et, dans (7-25) on peut alors remplacer V'R"V,R,, par 
PREY py, (7-25) se réduit alors à 
V‘R?V,Rip = 0. . 
Théorème. — Soit V un espace riemannien. Si les trans-* 


formations Gn conservent l'élément de volume, V vérifie le sys-# 
tème infini de relations | 


VA A CHENE A A CR a = 0. 


L 


Si la courbure de Ricci est non dégénérée (resp. st ¥ est pro-* 


Pere riemannien) et si les transformations ox; Ga (resp: 
2 
A Gx) conservent élément de volume, le tenseur de Ricci de V 


est à dérivée covariante nulle. 
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- Considérons maintenant les transformations locales notées 


1 
Qn définies par les vecteurs donnés en coordonnées normales 


- d'origine O par 


1? = (VR em" V"W"), 2”, 
ona | 

oP? = (VRP mn D VW): 

En nous plaçant dans le cas où l’espace est espace 
d’Einstein 
FRE = 0 
donc 
oy 0 


la conservation de l’élément de volume par les transformations 
1 
0, se traduit comme précédemment par les relations 

(CURE EE “sna... ai,)0 = 0, 


Considérons simplement l’équation 


(7-27) dMnPA + dNPA ip = 0, 
_ dans le cas d’un espace d’ Einstein, 
A = + Bi 

(7-27) donne alors 

(7-28) VRunki + ViRnnt = 0 
utilisons maintenant lidentité de Bianchi: 

(7-29) ViRunki + ViRmnÿ + ViRmnk = 0 
par addition de (7-28) et (7-29), il vient 

(7-30) 20 Rani + ViRmnÿ = 0 
mais, d’après (7-28) 

(7-31) PR +. Pane = 0, 


et de (7-30) et (7-31) on déduit par soustraction 


V'Runki Far 0 
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nous pouvons donc énoncer, en reprenant les résultats pré- 
cédents : 


THEOREME. — Soit Vn un espace riemannien. Si la courbure 
de Ricci est non dégénérée (reap. st Vn est groprement rieman- 


nien) et si les transformations On, Gm te (resp. On, on Gn) conservent 
l'élément de volume, Vn est localement symétrique. 


utilisées dans la suite du chapitre. Soit V,, une variété à 


CHAPITRE III 


_ TRANSFORMATIONS Sr SUR UNE VARIÉTÉ 
ANALYTIQUE COMPLEXE 


$ 8. — Variété analytique complexe : 


(Voir par exemple [12], p. 219) 


Dans ce paragraphe nous donnons les définitions et notations 


a 


2n dimensions, rappelons qu’une carte locale complexe ou 


Systeme de coordonnées locales complexes est un homéo- 


morphisme d’un ouvert U de V,, sur un ouvert de C'; U est 
dit le domaine de la carte. Ainsi se trouve associé à chaque 
point x de U un système de n nombres complexes z* qui sont 


“dits coordonnées locales complexes de U. La variété est dite 


analytique complexe s’il existe un ensemble A de cartes 


locales complexes satisfaisant aux deux axiomes suivants : 


A, La réunion des domaines des cartes de A est identique 


À à Va. 


… A, Si weU,nU, où U, et U,eA, les coordonnées 
» complexes de x dans l’une des cartes sont des fonctions ana- 
-lytiques complexes à jacobien non nul des coordonnées de x 


L. 


RE. 


“dans l’autre carte, (z*) étant un système de coordonnées locales 
complexes, nous posons 


Per at + ix") a*—=atn; 


L 
V2 


les 2n nombres réels x sont dits les coordonnées locales réelles 
bassociées aux coordonnées locales complexes. Si à ces 2n 
coordonnées nous substituons les 2n nombres complexes, 


ot = À. 
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Les formes (dz*, dz%*) définissent un repère de (T.‘)", espace 
vectoriel complexifié de l’espace (T,)* dual de l’espace des 
vecteurs tangents en x, par dualité on en déduit un repère 
(ex, ex) de T,° complexifié de T,. C’est à de tels repères que 
nous rapporterons les tenseurs de la variété analytique 
complexe. La structure analytique complexe de V,, définit 
un opérateur J (J? = — identité) dont le tenseur associé à | 
pour composantes : 


D = iss, D = 1%, = 0, = 0.2 = 0 


Un tenseur est réel s’il satisfait à la condition suivante: 
les composantes complexes qui se déduisent l’une de l’autre 
en étoilant tous les indices sont complexes conjuguées. Une 
variété analytique complexe est dite hermitienne si elle admet 
une structure de variété proprement riemannienne telle que le 
produit scalaire de deux vecteurs et celui de leurs images 


par J soient égaux. La métrique hermitienne peut : alor 

s’écrire 
ds? = gage dz* dz. 

er CR oe . . y | 

La variété est dite Kahlerienne si la forme associée | of 

tgagedz* /\ dz : | 

| 7 

est fermée; elle est alors à dérivée covariante nulle. Il en 


résulte des conséquences pour le tenseur de courbure: les! 
seules composantes non nulles sont, aux conjugaisons près, 
celles de la forme R,g.,>, et, dans une telle composante on 
peut permuter deux indices étoilés et deux indices non étoilés. 


§ 9. 


Cas où les transformations 6, sont analytiques.’ 


ee ee ee 


Sur une variété analytique complexe, dire qu’une transfor- 
mation est analytique, c'est dire que cette transformation 
laisse invariante la structure analytique complexe, ou, ce 
qui est équivalent l'opérateur J. Soit d’une manière générale, 
sur une variété riemannienne V un tenseur 0; à dérivée 
covariante nulle; supposons ce tenseur invariant par les 


LÉ set à di st 


2. et 
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transformations Ga; € désignant le vecteur associé à une 
telle transformation, en utilisant : 


V0; =0 
on a 
| (8) Di = (Q%)o Dr — (Qh)o D} + d,0;(Q?,)o a 
(9-1) (LE) = (0.4) 8), = 0 
et 


(out(E) Dj) = (Q?, dar Dn — Das; + dD;/Q7, + 25,0 /O?.)o 
(are£(E) Do = (dan Dn — 2,005 D ;* , 
am aap P 'Q?, 7 dep Dj CH? a dpep Pj? a)o 


(où les Q sont les tenseurs définis au paragraphe 4) 
d’autre part, de: 


On = Mo, = Ti ,®;", 
(2.5P;)o = (ds l'a D,i — did") 
| (ds D )o = QD — dgeltgP7)o. 
Le tenseur ® étant invariant par la transformation 6: 
(9-2) Qat(E)D 0 = (ast(E)P;)o = 0. 
Nous allons expliciter ces relations, en remplaçant, d’après 


VV 0} =a VV; ail 0, 
A ROUX par dl D; 


AT QND par  2,[i,07,0/; 


on déduit 


et 


- et de même 
dpeL bg P22”; par del ip 2 | 
del D7 O2 par del 207,D 


Introduisons d’autre part les tenseurs normaux A‘, en 
»” remarquant les symétries pour a et 7 d’une part et pour deux 
* quelconques des indices b, c, ... | d’autre part. Les équations 
» (9.2) entraînent : | 


(0-3) LA Q + Ayo + Agora DP + Ana Pa] DH gh 
Ve TA pagel? Lao + Ann, + Aa alD = 0 


d et 
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et 


(9-4) [A | iachd?, nae A lac LP; * i A b fr? = A gbjpe62Pa + A pjabQP.]D 
oF [A roue + À ga Ps + A inpael2?y + Aer are A paab OP] D; = 0. | 


Supposons maintenant que V est une variété kählerienne 
et calculons les composantes des tenseurs normaux dans un 
repère adapté à la structure complexe. D’après les calculs du 
paragraphe 3, et, en utilisant les relations classiques entre 
les composantes du tenseur de courbure d’un espace kählerien, 
on voit que les seules composantes non nulles des tenseurs 
normaux sont données, aux conjugaisons et symétriques près, 
par 


1 2 
Aageyse — ‘a Rageyse, Aageyes — Cy Rageyes; 
1 1 
Arquarge = ‘fa VeRaarppes Axturape = & VeRiyrapes 
1 5 
Antura*ge #4 7 VerRagecus, Areurag = 6) VaRareusg, 
1 


Anreuras B = i M Vee Ryvasg. 


Prenons maintenant pour ® le tenseur définissant la struc- 
ture complexe, les équations (9-3) et (9-4) deviennent alors, 
aux Conjugaisons et aux symétries près : 


(9-5) RaygetarQ", + Routes Qh" gs oo RageparQl, + Rp QE as = 0, 
(9-6) Vy RugerarQt, + Vy RoyurtarQ" p* + VRaprpa OP 
Vy RipegueQ? a* + VuRautge OP, => 0 


avec l’équation analogue en remplaçant simplement y par y”, 
on voit immédiatement que ces équations entraînent les 


équations (5-2) et (5-3). 


THÉORÈME. — Soit V une variété kählerienne, si les trans- 


0 
formations G_ sont analytiques, V est une variété (H). Si la 
courbure de Ricci est non dégénérée (resp. si V est proprement 


: é . : 0 1 1 2 
riemannienne) et si les transformations Gr, On (resp. Gp, Gp) 


sont analytiques, V est localement symétrique. 
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§ 10. — Variétés kahlériennes : 
cas où les transformations ©R sont projectives ou conformes. 


1° Soit V,, une variété kählerienne, les transformations 
Gx sont supposées projectives, alors 


L(E)Wiu = 0 
d’où 
LE) Ru = Fg CE Ry— 8£(8 (E)R) 


~ On - 1 LEVAR y + ViE Ra + ViE Ria) 


ia d(EVOR; Le VER, Che VE*Rja) | 


on en déduit 
- (LEO Ru) = on —1 (0 Rar + OUR) — (OUR + OUR) lo 
QE) Ru)o = 


— 7 [ei Vs R, jk ia OV,Rx iE Q,V,R;) 
au d(Q Vay ra QV,R, Q7,V Rj) lo; 
_ d’où les égalités tensorielles : 
NS ae Rien ae a Ce 
wl di ae Vu see PATATE , APE 
yz Daas () [ gi(Va, « © IVe mn Fè qk == Va. . M est Uu) 
> Bir(Va,- - als a ql + Ve Li "Va RimnRjg) |; 
(10-2) V, ay oe MAR LE + Wik . Wy Re imn VÉqu 
i ga LV, me Pel ste + Ve RE Hire rRijgt 
Em Va: . ve mn VrR yng SE mae Lt . Mt rmn VoRx 
+ Vee: NS dat ie a : Vwi Van kmnV rR, 7 
JT Bir(Vay- Mi, le rin, ght il ts Pe Gna 
“ge v DEE trey” whe) Le 


Considérons l’équation (10-1) pour p=0O et écrivons-la 
pour des indices i, j, k, 1 de la forme «, G*, y, à*. 


a (10-3) Rg»y5 Ram + Ragy+R4gemn = Ro grg8 RTymn 
| + RageygR «mn = Ty ath [ ga8e(R%gemaRgy 5 R4 mak geq) | 


— 
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Remarquons d’abord que 


R aeyoeR? PET Rapeygh? dmn — Rjge5R? amn | 
: + Rage RE 5¢mn = = RyaeypeR’ amn + RaneygeR” 3*mn> | 


en contractant @ et d”, on a: 
RyarygeR nn 4 Roxeype RE — RyarygeR nn — Rays Ron = 0 
à partir de (10-3) on obtient donc, par contraction de « et * 


RégemaBgy + RoymaR jeg = 57 (Ri gemnByy + Ryne Ré) 
d’où, pour n > 1 | 
Ri eemaRgy + R%ymnRgeqg = 9 
léquation (10-3) se réduit alors a 
Hageysemn = 0. 


Par dérivation covariante de (10-1) pour p — 0, et, en 
tenant compte de (10-1) pour p = 1, on obtient : 


Va Raj imn + Va RigR mn T Re + Va Rijeg Rimn 
= ) ay | [gil Rojmn Va, Rox + R yxmn Va, Ryx) 
= 6 R(RT mn Va, Roi + R'nn Va, Rig) | 
d’où, en utilisant (10-2) pour p = 0 


Rip VgRikt = Ron Su Ry = SinV Ry], 


my 
2n-~4 
en contractant r et m et, en supposant la courbure de Ricci 
non dégénérée, on en déduit: 


(10-4) VoRir = 8uV GR, — 8uV Ry) 


1 
2n — i! 
Écrivons cette équation pour les indices i, j, k, | de la forme! 
a, B*, y, 9, on aura alors: 


1 
(10-5) Vi Rageyse = On —1 Lao VIRpy 


contractons & et o*, on en déduit, pour n > 1 


V Ree => 0 
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et (10-5) donne alors 


VoRageyse = 0. 


Par dérivation covariante de (10-1) pour p = 1, et, en tenant 
compte de (10-2) pour p = 2, on obtient : 


ee imn =i V RigiiV aR! jmn 
; | == 7B, aRt kmn tin Va RijkgV a Rosman 


. 
oF In — 4 [gu(Va,R? mn Va Rgk cin V a EE un Vint Fay) 
+ - gix(Vas R mn Va Ra as V,,R! Imn Va Rjg))s 


et, en utilisant (10-2) pour p = 1 


(10-7) se réduit alors à 


il 
(10-6) VaR mV gRijxe= eres VaR mn Su @ Rik — 8ieVgRy). 


Prenons encore les indices i, j, k, | de la forme a, Crane où 


( 10-7) VaR mnV g@Rageyse = V, he Bad VaR gs, 


1 
2n —1 
contractons « et 6*, on en déduit pour n > 1 

VR? rmn V Rey = 0 


Va R? rma gRagey es 0 


ce qui, dans le cas kählerien est l'équation (5-5). 
20 Nous allons maintenant étudier le cas où les transfor- 


“mations Gp sont conformes, Ë étant le vecteur définissant la 
- transformation locale 6g, rappelons que l’on a, en coordonnées 
normales d’origine 0 | 


2 


d’où 


et 


(BE)o = (2,38)) = 0 
(2en(SE8i))0 = (BiPas0%)o 
+ @are(SEgy))o = (BiPas-d8)o 


autre -part de (5.1) on déduit 


et 


(HE)gue = (alt (5)8y))o = 0 


Cult Heh = (D802; + i ioe as os + dugyQ")o 
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ce qui peut s’écrire, en utilisant l’expression de la deuxiéme 
extension ([25] p. 96) du tenseur métrique 


4 | 
= ab8q)0 = 3 LR pabq “F Rosqalo; 


(25(£(E) Bi) )o = red à 2 LRrviety ne Ryi03; aT R ga)? i = RQ 

où nous ame par le symbole S une somme étendue a 
CP, q, r) 

toutes les permutations des indices p, q, ... r. On a de même; 


en utilisant 


4 
(duseLi)o = AE (Ve Rao)o 
4 


(Dave(£(E) 85) Jo a GS, [VeRobia + VR iQ) 
ca VeRpgat2fe sr VR pig)? =f VoRviaQ2.]: 


Supposons les transformations 6 conformes, alors 


4 
Cy = 4(8)gy + eu = 0, 


les relations (RCo = (dabeCi)o = 0, 
entrainent 


1 
= oe [Rose QT; + Riu Rogue Ra LEE > gy Acai 
A S [VeRypiah24; + V.R R jgiaQ2, +V Ryo’ TVR Qs, 


(a, b,c) 


+ VAT UA La Le + gyhan = 0 


où les A sont les tenseurs obtenus par extension du scalaire dE 
V étant une variété kählerienne, écrivons les égalités tenso- 
rielles précédentes dans un systéme de coordonnées locales 
complexes, en prenant pour à et j des indices de la forme 


n, ¢, on a: 
| 


1 
(10-9) S CRamVa Var + RegneVe, «» + Vag hy 

1 + RyvgaV a ° ae © at RypnV a * Ve De] Tr 0, 
(10-10) = 8 IV, Run V PR Oe 


es V AE Va RUN ee cRyogaV MS Van 


alae VeReongV ace fe ae VA aRtnaV CARS. ANA = 0 
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avec les équations analogues que l’on en déduit en remplaçant 
n, ¢ par n”, C. Considérons l'équation (10-9), pour p = 0, 


_ et prenons a et b de la forme «*, G*, il en résulte, ee 


peut permuter «* et 6°: 
(10-11) Hygenatmn = 0 
d'où . Hi. 0. 
Par dérivation covariante de (10-9) pour p = 0, et en tenant 
compte de (10-10) pour p = 1, on obtient : 
S 4 Rapa + VeRegnaQ%s + VeRrogaQt, + VeRrongQQt. = 0 


(a, b, ¢ 


» compte tenu de cette dernière relation (10-10) pour p = 0 


s'écrit alors 


S V a Rtbna()? ces 0. 


(a, b, ©) 


. Prenons pour a, b, c des indices de la forme «*, f5*, y, la 
relation ci-dessus se réduit à 


en prenant de même pour i et ; des indices de la forme 7, 
¢*, et a, b, c de la forme «, $, y*, on obtient 
VReeanep dts = 0. 
Les 2 relations précédentes entraînent 
VoRiaÿo RE emn ae 0 


c’est-a-dire (5-4). 
Par dérivation covariante de (10-9) pour p = 1 et compte 


| tenu de (10-10) pour p = 2, on obtient : 


= 


à . ss. 


(10-12) S [V. 11 PAU -R? Cmn + V ot Mina Ve R2 bmn 
(a, b, c) 
st VeRy5gVrR? mn + WR rong VEX ann = 0, 


. compte tenu de (10-12), (10-10) pour p = 1, donne alors 


(10-13) 3, VeRnaie¥ Rtn = 0. 


En prenant, successivement pour a, b, c des indices de la 
forme a*; f*, y, puis a, B, y", on en edit 


V Re V Rem = 0, 
12 
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c’est-à-dire l'équation (5-5). En rapprochant ces résultats de. 
ceux obtenus ahh les transformations projectives, nous pour! | 
vons ,énoncer : 


THÉORÈME. — Sout Von (n > 1) une variété kählerienne. Si 


les transformations (3 sont projectives ou conformes, Ve, est 
une variété (H). Si la courbure de Ricci est non dégénérée (resp. 
ts Van est proprement riemannienne) et si les transformations — 


ae à (resp. ho Gn) sont projectives ou conformes V;, est loca- 
lement symétrique. 


Remarque. — Au lieu de considérer les transformations 6, 
définies à partir du tenseur R, nous pouvons plus généralement 
considérer des transformations 6, définies à partir d’un tenseur 
dj, antisymétrique pour les indices 1 et 7 et tel que le 
déterminant d’indices i et j, a, = a';,..;, soit différent de 0; 
alors, s’il existe sur V,, un tel tenseur (par exemple une forme 
quadratique extérieure de rang maximum) tel que, par exemple 


0 1 
les transformations locales 6,, 6, soient conformes, V,, est 
localement symétrique. - 


$ 11. — Variétés hermitiennes. 


19 Soit maintenant Von une variété hermitienne, les coef-w 
ficients de la connexion riemannienne (y) sont donnés par 


LUS 

Fr 7 > g “(2 yBa*6 + Bey) 
1 

Te = = = 7 8° (à y" B Ber — Prés 


avec les Dre A conjuguées. 
L’invariance du tenseur canonique ®, par les transforma- 
tions Gp, se traduit par 
LE)D, = 0 
d’où ; 


(LEP) = (d.£(E)M,)y = 0 


La 
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ce qui conduit aux équations 


QO", = Qi”, == 0 
OV, — V0", + Vi O07, = 0. 


! unos : k 0 1 tt i 
En considérant l’invariance de ® par Ga et Ga, il en résulte 
Ron V 32; , = 0, 
d’ou,’si la courbure de Ricci est non dégénérée 


V,d; — 0 


V est kahlerienne, on peut alors appliquer les résultats du 


0 i 
«paragraphe 9 concernant les transformations Gr et Gp. 


THEOREME. — Soit V,, une variété hermitienne, si la struc- 


ture complexe est invariante par les transformations Ge et ce 
“et st la courbure de Ricci est non dégénérée, V est kählerienne, 
localement symétrique. dt hee | 

: 2° Considérons sur V,, la déuxième connexion canonique (e) 
“([12], p. 243), dont les coefficients, notés Ei,, sont donnés 
-en coordonnées locales complexes par 


Ee. = EE = 0, EE, a= PP, Sac 
“avec les formules complexes conjuguées. Nous désignerons 


“par S le tenseur de torsion et par D le symbole de dérivation 
“covariante de la connexion (es); on a 


D,g; = D9, = 0. 


En coordonnées locales complexes, les seules composantes 
‘non nulles du tenseur S sont du type Sp, et Sp, avec 
; a 1 a a me 1 Cia d d 
$ S pags ES ER 1B) nae 98 ( 8 Be* — B8ye*) 
pour la forme S;4, les seules composantes non nulles sont du 
type Sg, et Sage; et, pour la forme S;;, les seules compo- 
-santes non nulles sont du type Ses, Sage’; pour une variété 
kählerienne S = 0. De D,®; = 0, on déduit : 


VAE = SP, AT Spa D?; (Sia? + Sai’), Fis (si ah Sap)? ;; 


2 


| 


| 
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on en déduit, qu’en coordonnées locales complexes, les seules 

composantes non nulles du tenseur V,d/;, sont données par 
VDF. = — 2iSaye", VD, TE 2iS ue” 5 

il en résulte, par un calcul direct, que les seules composantes 

non nulles du tenseur V,V,0/, sont données par: 


VV Dé, = = — AVS, 9 V,V,-08, = = 21V, Sas? 9 
VV DE. + — 21V Ser, VV dé, * —= — 2iVSayel, 
VV a qe, * = — DV Surveh, AVANT CN = — 2iV Sue 


avec les formules complexes conjuguées. Si nous supposons 
VS — 0, on en déduit donc 


V AVALA => 0 | 


Si V est supposée de plus compacte, on sait [16] qu’il en 
résulte | 
V,d, = 0 ; ; 
alors, V est kählerienne. ° 
THÉORÈME. — Toute variété hermitienne compacte vérifiant 
la condition VS = 0 est kéhlerienne. 


COR ee 


CHAPITRE IV 


TRANSFORMATIONS Cr SUR UN ESPACE 
A CONNEXION EUCLIDIENNE 


Dans ce chapitre nous considérons des espaces à connexion 
euclidienne, c’est-à-dire des espaces riemanniens munis d’une 
connexion linéaire telle que la dérivée covariante du tenseur 
- métrique dans cette connexion soit nulle. Auparavant nous 
-indiquons quelques formules fondamentales valables pour une 
connexion linéaire quelconque et qui nous seront utiles dans 
la suite. 


$ 12. — Formules fondamentales pour une connexion linéaire. 


19 Soit V une variété différentiable munie d’une connexion 
linéaire quelconque (y) définie par les formes wj qui, relative- 
ment à un co-repère (0') s’expriment par 

of = y} 0". 
Les formes de torsion et de courbure sont données par 
Zi di + wiA”, 
Qi = dw} + wihoj, 
pe Si, OFA 0" 


- on pose 


et 


Qi; = + FAG, 


ces formes vérifient les identités de Bianchi 


doi = OEAG — wi Ad’, 
dQ! = Q!,Aw;— wi AQ", 


! | 
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en coordonnées locales @!— dal, et on pose oj = Tj, da’, 
puisque d(dx'") = 0, la formule définissant la torsion se 


réduit à 
Y= wi A da’ 
d’où 


2 Trade s (Ti, — là) de*Ada", 
le tenseur de torsion a Bau composantes 
‘jk sande; 0 > (Ch He Li). 


Pour un tenseur LS, on a l'identité de Ricci 
VV edi... (fiche = ViVi... if la = Bi: R’; titi, .. it “ta 
| as SR "4 à a ET li. cu de, 


20 Si Si, est le tenseur de torsion de la connexion (y), 
LE WAwi—S!,0/\07, 


on introduit la connexion (y) dite connexion associée définie 
par la matrice des formes wi, telles que 

üi = wi — 25,0" 
d’où 


= WA a+ SPA. 


La torsion de (7) est opposée a celle de (y), la relation entre 
les deux connexions est réciproque. Si les connexions sont 
rapportées à un repère naturel de coordonnées locales, leurs 
coefficients sont liés par. 


Nous désignerons par R le tenseur de courbure de la” 


connexion y et par V et V les dérivations covariantes dans 
ces deux connexions. 


3° On a immédiatement : 


(12-4) V.X! = VX 28t,x", 
(12-2) DK VX ASE, UY 
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plus généralement eps 
(12-3) VAAï = V/A‘ + 2 (— SA’ 1 S'A!,). 
Par un calcul direct, on obtient 
(12-4) VX; ni VV Xi = [Riu + 2VS' a] X;,, 
(12-5) VV Xx! — VV,.x' = — [Ronn a VS x] AS, 


En écrivant l’égalité déduite de (12-4) en permutant Il et k 
et les connexions, on en déduit, pour tout X la relation 


[Rin + 20S + Riu + 2V,S7]X, = 0 
d’où. A 
(12-7) Rin. = Ria fs 2LVS", “iE 7iS"u. 
40 La première identité de Bianchi s’écrit en coordonnées 
— locales 


Rh + Roun + Rx | ; Bos | 
$= 2(05%% a 2-9 pi me dy Sr PR LÉ + PLS, + S",x) = 0 


d’où 
(12-8) Rx + Ror + Rx a 2(V, S'y =F Vio ir “fe VS! a) 
; — 4(S FE. lr + SS sk + S'55 aye = 0, 


_ la deuxième identité de Bianchi s’écrit : 


à, R'y == 0, Rite +E VRi, Le Rp LR ste TR sek ; 
+ PER e+ CER ie + DR ie =0 


d’où 


(29) PR PR + Vi 
Fi 2(S SR sl h 5° nt jer + x “Pet 


De (12- 7) on déduit 


a 10) Rhu = Ron + 2(VS'te + VS) 
— 4(S',,9* uit SU Se + Si,S* s0 


et, en comparant a avec (12-8) 
(12-11) Roux + R! kri a Riga 2V Su 
(12-10) peut s’ écrire, en intreduisant, 7 ah 
(12-12) Rin = Rly-+ AVS + VS —VeS'a V,Sh). 


thai. 
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De la comparaison de (12-7) et (12-12) on déduit 
(12-13) VS + VS VS + VS 


ce qui peut aussi s’écrire : 
VS nr Li VS kt 5 Vion + VS hu 


5° Si VS = 0, les formules précédentes se simplifient, on 
a en effet: | 


(12-44)  VIVAi — VV, Ai = RIA", — R'yA', 

(12-15) Riu = Riu + 2V,S" x 

(12-16) Ret et Rx — 4(S ‘ptr SR oa tr S'rS xt) — 0, 
(12-17) Re “ap Roget + R'xr = 0, 

(12-18) VS ir = VS te = 0 


de cette derniére relation on déduit que le tenseur VS! 
est antisymétrique par rapport aux 3 indices k, l, r. Toujours, 
dans l’hypothèse VS = 0, on a 


VV AS" = 0 
d’où 
(12-19) | VR’ itk = AL em 
et Rie y — R'yrS' 55 CET RS" =0. 


Enfin, si nous supposons que S est à dérivée covariante 
nulle dans les deux connexions, on a 


(12-20) Rif 
et StS ir wr S'S. dr Sr kt Ta 0, 


et on a la première identité de Bianchi habituelle. 

Supposons qu’il existe sur V une métrique définie par un 
tenseur symétrique gj et, supposons de plus, hypothèse que” 
nous serons amenés à faire par la suite S,, antisymétrique 
par rapport aux trois indices i, j, k (nous dirons plus briève- | 
ment: 5 complètement antisymétrique). On a alors, toujours 
avec l'hypothèse VS = 0 


(12-21) SR rs! + Ro ne S'iRyrsj = 0 


et dans ce cas la deuxième identité de Bianchi se réduit à 
l'identité ordinaire. 
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§ 13. — Connexion euclidienne. Définition. Exemple. 


4° Nous allons maintenant considérer une variété munie 


- d'une métrique 


et d’une connexion euclidienne (€) dont les coefficients seront 


notés Ej, le tenseur de courbure E (composantes E'}) le 


tenseur de torsion S et la dérivation covariante relativement 


- à cette connexion D. Nous noterons (€) la connexion associée 


définie par 


. 


_par E son tenseur de courbure et par D son opérateur de déri- 


vation covariante. Sur V la métrique définit la connexion 
riemannienne (y) dont les coefficients seront notés [',, le 
tenseur de courbure R et la dérivation covariante V. 

2° Avant de passer au cas général, nous allons considérer 


- l'exemple d’un espace de groupe de transformations semi- 


- simple, simplement transitif où se trouvent réalisées des 
- hypothèses que nous serons amenés à faire par la suite. 


Soit Vn une variété sur laquelle opère de manière 
simplement transitive un groupe semi-simple. Les vecteurs 
E(t = 1, /.Xn;a—\1,..r; 7 ordre du groupe) définissant 


» les: transformations infinitésimales du groupe vérifient la 


relation fondamentale : 
(13-1) | [Eas Ep]! = Cab} 


où les CT,8 sont les constantes de structure, ce sont les compo- 
santes d’un tenseur dans l’algèbre de Lie du groupe, vérifiant 
Videntité de Jacobi 


(13-2) C8g Ctag + Co aCtgs + CiagCtys = 0 


on sait que, pour les groupes semi-simples compacts, la forme 


- quadratique définie par le tenseur dans l’algèbre de Lie 


ers LE LEE 


Bas = CC 


186 ‘vam .1 R. COUTY rz wus : 


est définie positive. Il existe un tenseur 2 fois contravariant 


gl tel que 
8"P8pr = of, 
et, 
Capy = Basle, 


est un tenseur antisymétrique. 


Puisque le groupe est supposé localement reser sa la matricel 


(Ei) est de rang n. Si nous définissons gŸ par 
has is: 


la matrice (g°) est définie positive, et il existe une matrice 
définie positive gy, vérifiant 5 


ye" = df. 


Nous définissons sur V, une métrique riemannienne par la 


forme quadratique g, dz' dx’ et nous utiliserons gj, et g! 


pour abaisser et élever les indices latins et gag et g%* pour 
abaisser et élever les this grecs. Considérons 


EF = gg th 
EE = bee ents = 8" Be = 4. 


Le groupe étant supposé simplement transitif r= Ay et 
on a aussi ; 
Sa § eB — ate 8. 


ona 


Sur V, se trouve définie, d’une part la connexion rieman- 
nienne (y, d’autre part une connexion (e) dont les coefficients 


sont donnés par 
Ei, = = blogs = — Efo,ti, 


et la connexion associée .(£), on vérifie immédiatement que | 
ces deux connexions sont euclidiennes. Le tenseur. de torsion 
de la connexion (€) est donné par 


Le 1 LE 
S'x = > (Ek — Ej.) = oy Creteil : 


¢ 


Ses composantes covariantes Site sont antisymétriques par | 


rapport aux trois indices. La connexion symétrique associée 


1] 


bay) te 


d'où on déduit 
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a ° <a . . . . 
à la connexion (e), coincide avec la connexion riemannienne 


HAS RCE 
ke = (Eh — Ej) 


De la relation (43-1), on déduit, en multipliant par E et 
en sommant en « jé 


DER + HE = Cris 


Dak = Craghtte. 


soit 


En partant de 
br = 8 Buby 


ona 
Det = 8° eu DE, 
DE? = (0 DOVE 

Par un ail direct, on obtient 
et, puisque la connexion (€ De est euclidienne 

DES — 0 

Nous avons déjà vu que le tenseur de torsion est complè- 

tement antisymétrique, d’autre part, on a 


A Crs[VELESES + ELV SER  ELEAV EE] 


V, Su a 9 


- d’où on déduit, en utilisant l’identité de Jacobi 


il résulte  ~ 


D 


VS = 0.. 
De l’expression même de S et de 


Dé — D = 


DSi,=0, . d’où DS = 0. 


Le tenseur de torsion est à dérivée covariante ie dans 
les 3 connexions. On sait que si DS = 0 


D,DEy— DDE ae ° 
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or 
Dé=0 et Dike = Cie 

entrainent 

DDFs =0 
d’où | 

Eye a 0 
et puisque |&;| 40, il en résulte 

Eu = 0. 


Pour la connexion riemannienne, celle-ci coïncidant avec 
la connexion symétrique associée à la connexion (€) on a 
Ex =}, as Shik 

Le tenseur de courbure de la connexion (e) étant nul, on a 
Roig => VS" ik = Vin + SH st a SiS ee = 0 
d’où on déduit, d’après la relation 
VS jp = Sip + SPR9 jp + Sy9 ep = 0, 
Ri kt = = 5 is si 
ce qui entraîne 


30 Reprenons maintenant, sur un espace riemannien quel- 
conque une connexion EPS Re (c), les notations étant 
celles du début du paragraphe, de | 


(13-3) | Digi = 0 
on déduit 
Ei, — i, + Thi 
avec 
Te — Sik — Sik ay S;/ 
d’où 


(13-4) Er = Rx + ViT in — VT y + TaTu — Tey T se: 
D’autre part 
(13-5) Dex = Digix ae 2(Siy 7 Sin) 


TES 2 , Q — 
d’où il résulte que la connexion (E) est aussi euclidienne, si 
et seulement si le tenseur de torsion est complétement anti- 


vs ** 
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symétrique, hypothèse que nous ferons dans tout cet alinéa. 
La connexion symétrique associée à la connexion (e) coincide 


- avec la connexion riemannienne, on a alors pour tout vecteur £ 


£(E) gy sa DE, GE Dike 1 Dé; ob Dé; = VE; aa Vee 


isj 


Les tenseurs de courbure de (e) et (€) vérifient les relations 


(13-6) Biju = ar, E ;;xe HU Ein: 
Si on suppose de plus VS = 0 ou DS = 0 il en résulte 
(13-7) E;;x — Epi 


dans la premiére hypothése ce résultat se déduit immédiate- 
ment de (13-4), et, dans la deuxiéme il suffit d’utiliser (12-17). 


Si nous supposons DS = DS = 0, ce qui entraîne VS = 0 
et 
S° 9 se = Sn on ay SiS jr 
(13-4) s’écrit alors 
(13-8) E'y = Rox + StS ine 


49 De (13-3) on déduit, comme dans le cas d’une connexion 
riemannienne 


et, si S est complètement antisymétrique 
Ei, = Fi, 


Du tenseur de courbure de (e) on déduit, par contraction, 
le tenseur | 
Ey = BE in 


que nous appellerons tenseur de Ricci de la connexion (¢). 
On peut aussi en déduire le tenseur 


Bi, — g” Es 
si S est complètement antisymétrique 
Fn =, Ex. 


5° Soit £ un vecteur quelconque, si S est complètement 
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antisymétrique et DS = 0, on a, d’aprés (12-14) par un calcul 


direct 


D,4(&) Baj ce D{(E) 8ak — D,{(E) Sik 
a 2D,DË, ae (Ex à EE’ jak si E”saj) EN 


Si on suppose de plus DS = 0, on sait que les deux courbures 
sont égales, E vérifie la première identité de Bianchi ordinaire, 
on en déduit alors : 


(13-9) LT D (D,4(E) Bai + Dj{(E) ) Sax — Da{(Ë) Sik) | 
= D,DE + PEi,, = £(6) Ei. 


$ 14. — Transformations affines. 


aan 


49 Nous considérons maintenant les transformations Te 


définies comme au n° 4, mais à partir du tenseur de courbure 
de la connexion (e), de ses dérivées covariantes et des géodé- 
siques de la connexion riemannienne. ' 

ss lie les transformations 7; affines pour la connexion (e). 


(LE) > x) Wu (af (E )S! 5) os (£() | Oy) | Ke = (0,4(8) )E'x)o = sé 0 
entrainent les égalités tensorielles : 
(14-1) ah are » VE jmn in SV CARRE V Ly oa 


=. a i tee Nan smn — 
(14-2) V S Va, Ar AU + V aS sk Va, {aie VE 
| + A SLM... . Va ay Ban TY SiVa, « + Va El mn = 0. 
(14-3) Eh Va, , À ES jmn et EV, se Ve Eunn 


: s ENV. © fe VE MR = Esa, ane V En 
(14-4) VE WV a oe" gE + V, . av AUS skl 


M Ve st: Ma ET Bln + Va . Van mn VrE js 


— Ve Ba Bia 0. 


En considérant les transformations 7 Te et Ta, on one 


V a he amn — 0 
V EE, x = 0 


d’où, si le tenseur F’, = E",, vérifie |F’,|40, c’est-à-dire, dans 


2 


ay 
> > 
HI 
: 
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le cas:où S est complètement antisymétrique, si la courbure de 
Ricci de la connexion (e) est non dégénérée, alors 


. VS=VE= 0 
ce qui d’après (13-4) entraîne 


VR = 0. 


Considérons maintenant les transformations a et 25 on 


déduit de (14-3) et (14-4), comme au paragraphe 5 
VE nn VE Le 0. 


Si nous supposons de plus VS = 0, le tenseur E vérifie, 
comme le tenseur R la deuxiéme identité de Bianchi, les 
dérivées covariantes étant prises relativement à la connexion 
remannienne, les calculs du paragraphe 5 sont valables ici. 


THÉORÈME. — Soit sur un espace riemannien V une connexion 
euclidienne (). Si pour la connexion (e) la courbure de Ricci 


est non dégénérée et si les transformations set Te sont affines, 
alors VS = VE=VR=0. Si V est proprement riemanienne 


2 
et VS — 0 et si les transformations tp, tp sont affines alors 


VE= VR:= 0. 


20 Nous allons maintenant considérer les transformations 


, 0 
définies par le tenseur E (nous les noterons T), par les tenseurs 
| : 


_ DE, DE (nous les noterons T), par les tenseurs DDE, DDE, 


; ae 2 
DDE, DDE ( nous les noterons T), etc... Les calculs sont effec- 
tués en coordonnées normales relativement à la connexion 

“euclidienne. Supposons les transformations T affines; en 

- remarquant que 


; (Ei), = — (S‘y)o 
et, en ‘utilisant la relation (12-3) pour le tenseur S, l’on voit 


que 


(£(E) (E)Sta)o = (QLE)S'x)o = 0, 
entraînent, en considérant T et io légalité tensorielle 


(DS + D,S4)Etm= 0, 


d’où on déduit, si la courbure de Ricci de la connexion (a) 
est non dégénérée 
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D,S'x + Ds", = 0; 


si S est complètement antisymétrique ceci entraîne VS = 0. 
De méme 


(L(E)E' lo = (h(E) Eu)o = 0, 


entrainent 
(D,Eu + DyE‘n)E%enn = 0, 
et, avec les mêmes hypothèses sur la courbure de Ricci 


DE ‘ni a DE in = 0. 
1 2 
En considérant maintenant les transformations T et T on 


obtient 
(14-5) (D.E%5mn + DES ND Ex a" DE ye) a 0. 


Si on suppose DS = DS = 0, on sait que E = E, et la 


deuxiéme identité de Bianchi permet alors d’écrire 
D,Eyu + D'Eye + DiEyr + DiEyr + DE + DiE yen = 0 
on déduit alors de (14.5) 
(D‘Ese" + D*Et™)(D,Eqsmn + DEgim) = 0, 
d’où, si la métrique est définie positive 
DEgomn + DeEgomn = 0 
et si S est complètement antisymétrique V E = 0. 


THÉORÈME. — Soit sur une variété riemannienne V, ii 
connexion euclidienne (e). Si, pour la connexion (e) la courbure 


de Ricci est non dégénérée et si les transformations Ta Ts sont 
affines, alors DS + DS = DE + DE= = 0. Si V est proprenters 


riemanrienne, et DS = DS = 0 et si les transformations Ts 


Ts sont affines, DE + DE = 0. 


ae 
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§ 15. — Transformations conformes. 


Pour un espace riemannien V muni d’une connexion eucli- 
dienne satisfaisant aux conditions DS = DS — 0, S, comple- 
tement antisymétrique, nous allons étudier le cas où ies trans- 
formations associées au tenseur E sont conformes. Pour un 


_vecteur £ quelconque on à par un calcul direct 


| (6) Ete = D,(£(6)E)i; — D{L(E)E y — 28?,(£(E)E)i, | 


mais, avec les hypothéses faites sur S on peut utiliser la rela- 
tion (13-6). Si la tranformation définie par le vecteur & est 
conforme 


(15-1) 1) gy = —— Bey 


d’où 


(15-2) DAE) gy = —— @88)ay= Db®eu 


alors : 


3) = L { DRE) — D,. (0/08) 8 BL gnDx (2085) — gx D(006)]} 


+ SO) + ADS — ges 


: On a d’autre part, par suite de l’antisymétrie du tenseur E, 
dE = 0, donc, à l’origine des coordonnées normales 


(O SE) = — (Thdab")o = 0. 
On a alors 


AE = unie cor (Bal Cott Pol 0). 


Il en résulte que si V est nee d’Einstein pour la connexion 
riemannienne, on a 


( ab0Ë)o — 0. 
Dans ce cas (15-1) entraîne 
(EE) = 0 


- comme dans le cas de la connexion riemannienne, on voit que 
(15-1) entraîne aussi 


(QL(E)Ex)o = 0, 
13 


. 
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Nous avons donc les équations du paragraphe précédent. 


Tuéorème. — Soit V un espace riemannien muni d’une 
connexion euclidienne (+), satisfaisant aux hypothèses suivantes : 
DS = DS = 0, S complètement antiymétrique, V espace d’ Eins- 
tein pour la connexion riemannienne. Si pour la connexion (é), 
la courbure de Ricci est non dégénérée et si les transforma- 


0 1 0 A : 
tions Tr, TE (ou Tx; Ts) sont conformes alors VE = VR = 0. 
i 2 


Si V est proprement riemannien et si les transformations Tr, Tx 
1 2 
(ou Tr, Ts) sont conformes; VE = VR = 0. 


§ 16. — Invariance de l’élément de volume. 


19 On sait que dans l’hypothèse DS = DS = 0, S comple- 
tement antisymétrique, le tenseur de courbure de la connexion 
vérifie les mêmes relations que celui de la connexion rieman- 
nienne, on peut donc reprendre les calculs du paragraphe 7; 


0 
donc, si les transformations tg conservent l’élément de volume, 
on a: 
D, D, A, sp DAD AS. eo 0. 


P 
1 L 0 i 
Si les transformations tr, tg conservent l’élément de volume 


et si la courbure de Ricci de la connexion (e) est non dégénérée, 
le tenseur de Ricci de (y) est à dérivée covariante nulle dans 
cette même connexion. 

20 Les transformations © considérées ici sont définies à 
partir du tenseur E, et de ses dérivées covariantes dans la 
connexion (es) et des géodésiques de la connexion riemannienne: 
Remarquons d’une part que de 


4 


Ej, = 284, + Ej, | | 


on déduit, en utilisant la complète antisymétrie de S, Ej, = Ej,; 
d’autre part, la relation àd,g = 2gl'} est valable en coordon- 
nées locales arbitraires, si nous l’écrivons en coordonnées 
normales relativement à la connexion euclidienne, l’antisy- 
métrie de S entraîne : 


Ki, = i, d’où d,g = 28Ei, 


nid. 


SUR LES TRANSFORMATIONS DES VARIÉTÉS RIEMANNIENNES 195 


Il en résulte que, comme pour la connexion riemannienne, 
Vinvariance de l’élément de volume par les transformations 6, 


- entraîne les équations : 


) HP inn A‘ sn) + EPA == 0 
) Bie AL: LE Er, “fs BP mn A stp = 0 
) D,, + ee ian Qi + D: EF, Dar = 0 
) D,, x DEP apt + D. Rf DRASS 

D; as D, BA = 0 
où les A sont les tenseurs normaux relativement à la connexion 
euclidienne. Afin d’expliciter ces relations, nous sommes 
amenés a calculer les composantes des tenseurs normaux de 
Ja connexion euclidienne. Nous employons la méthode indiquée 
au paragraphe 3. 

Partant des équations de structure 


\ di = — wi\0"— S',,0*A 0" 


(16-5) | dw = — wi/Aw; + > Et O*A0! 


- et, posant 


Lx Ce ii 2(S'x)0 Bur ra (Euk)o é ; 
Chik a (Er TT 4S > Kv) D juvx si 2(D,E'x za E'u1S"x0)0 
E wk a 2[D, Ex + Eh ah ko =f Se Oe si 4S) Sha? kolo: 


On obtient, en coordonnées normales d’origine O, le déve- 


» loppement de Ei, 


(16-6) Ej, = +4 
Ns es Er: mi 
ot [= ek te ig’ PQ ag it 6 (Cu + € wu) fo 
1 ee 4 1 
= [= A, quk + i Xp DP” juk aie 6 Duo + 12 A Coup 


1 5 
+ Fanon a CPyvj) + F2 (Cr De Bike De Su) [ate 


- d’où on peut déduire les composantes des tenseurs normaux 
 (d,Eiy)o; (a Eÿ)o+ Nous aurons besoin dans la suite des termes 
… (dE) et (a0 Ehi)o- 
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On a ut: 
id aoa Tal eg), Tg ONO’ 1 ei. + | 
(Ei)o = 9 Bhai + he ities te 6 (Clin + Cian) - 
d’où si 
(16-7) i (dEi;)o = oo 5 (E ah =f St a, | 


d’autre part 
(dE hx)o = ve [An Bore + Ann R qax] + 
fy | 
mee 


1 
ke [Up RP ibe + OU, na] 


, 6 1 4 4 
(Dane + D'ivak) + pak in (Cab + Crap) 
+ 12 [ap(C? ven + CPxpn) + (CP akh + CP xan) | 


1 : 
+ 24 [Grab + 6'xban LS &'axbn sf 6" xan Be ab + 6 san] ; 


en contractant i et k ces différents termes donnent : 


1 1, 
2 | 2 | 


1 | 
3 LDoE ne + SpE nap + DaBns + SieE'nop], 


ST ha gb ae ST, Ega)» See Date = S' 5 EP nai)» 


VE StulBlge + Ep + (Soto + SisSMe)] 
à {Sal EP sin + ion + A(SPoStni + S'yiStnb)] 
+ S' po| HP ath Æ En + A(SPqaS hi = Sei na) | } 


1 "He 
a eer 12 {— D oe Ey ha - S' 6 EP ian D re 4S ST pio he” 
TE D pan — Spb + S! pa EP ibn ce 4S! qe D hb + DE‘ bah 
to S?,H! bap ° Cu Re ae 4S' gb" pa hi an D Dy abh + SE abp 
"4 S' Er rh 4S geo pe J) 


(d.2EiJo peut cot s’ écrire comme la somme de trois séries! 
de. termes | AC er 

in À | 

à +6 Eqs + SE) +4 (D sE qe + DE) 


ue 12 (— D aly, — ES Era D,E,,— Kop SPhp on D iE! bah + iE! LS) 


em. 
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ha 1 1. | 
6) rae 9 S pote ant = 5. ial nap <= is, S al EP yin + Er] 
1, 
+ 2 Sipe( Bn + Ein) 
ou LA indique la somme de termes analogues obtenus en 


permutant a et b. 
En nous plaçant dans l’hypothèse DS = DS —0, on a la 
première identité de Bianchi ordinaire, le terme considéré 


s'écrit alors: 


LAS BG 
SALE 
Y) | Be er S! pal gb! hi a SS Poe hbo 
mais, en utilisant (12-20), on voit que ce terme peut s’écrire 
am ae 
2. 3 Sal gb hi 


Finalement, nous obtenons en tenant compte de l’antisy- 
métrie de S 


, (d Eke = = = [5 S? En + 7 DE 


i! 


19 
a 12 (— D Es ET" Espo ha 4 D Et) ate SE, hbi 
En utilisant la première identité de Bianchi, on obtient 
- facilement : 
SE? hbi — kee pale ihbs 
de (12-21) on déduit, par contraction : 
(16- -8) Seis LL 5° WE jsr ai S° in E ko 0, 


AN 


» d’autre part, de l'expression de D,E',, — D,E! x on déduit, 
en contractant r et i 


(16-9) DEiy — DEY = 2(S? Ep + SruEin + SP oe an) 


4 et, par soustraction de (16-8) et ae -9) 


— CU UL RECU, . 


PE = Eat (DIE — DE) 
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d’où 

(16-10) (d%E/)o | 

Le 1 3 19 = | 

= Ss es D Eur + 75 DiEw— Sapp + 7 (DE —DiE'as) | | 


mais, d’après les hypothèses faites sur S, on a pour D et D 
les identités de Bianchi, d’où on déduit 


DE ‘ons Fax D,Eu HE? D,Ew, 


de même 


DEL ee DES —D,Es 
= D,Es RS D,Es = 2(S? anon “9 SPhp Hap — np — S? snap), 


finalement 


pacs yp ARSED se | 
(16-11) Au S 3 D.Ew + 75 DiEw— 7 SE | 


Dans l'hypothèse DS = 0, (16-1) est équivalente a: 
(D,,D, — D,D,,)A‘y = 0 


or, d’après l’expression de A‘,,, cette relation se réduit à 


(16-12) FP ink pj + E P mn E pi = 3 À 
en utilisant (16-3) pour q = 1, on a: 
(16-13) BP innD Ep) + EP un D xE pi = 0. 


(16-2) Compte tenu de (16-12) et (16-13) s’écrit 
(16-14) EP imnD pE jx tt BP nn DE ri te EPymn D} E ax 0. 


On a donc les mémes relations que dans le cas riemannien, 
on en déduit alors 


(16-15) EPD,E, — 0. | 


Considérons maintenant l'équation (16-3) pour g = 1 et | 
pour q = 2 et le tenseur S%,,S*,,, on a 


} 


D,.D,S%.5*,) —D,D,S4S", TT (EP inn ps gf me. EP nn "is gp) 1 0, | 
d’où on déduit 


D. RO Den or 9) eS D. Scone Do EP nnS "159 op ==) 
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: Les équations (16-3) se réduisent done à 


D 1 


(16-16) DE Ui a Es vpn 
(16-17) | DEP Ep ai DE? jan Ep “a 0, 
(16-4) pour q — 1, s'écrit: | 
6 [DE (D;Ex + D,E,, er D,E) 


+ DE, jun (D Ex + D,E, mn DE) 
we! D,E?,m» (DE + D,E; at D;E,,)] 


14 
EAL. [DES E ig + S1 kEjg) + D,F,,(57%, Eu + SK E pq) 
me D, Enr SE pg + Sp jy) | = 0. 
En utilisant la deuxiéme identité de Bianchi, on peut écrire 
SEP a SE cu Se ET sr 
et, par dérivation covariante 
SD En spe STD} EP inn == SPyD, ET smn: 
Le deuxième crochet s’écrit donc 
: E,SP5D,Et mn + Eo nD En => SD Es + SP D'Eynn) 
aa S( Egx DE mn + BD 4 nin) a SP (Ejg DE mn 
+ Fe pais) = 0 
d’aprés (16-16), (16-4) se réduit donc a: 
D,E? inn( DjEp: “Ir D,E,, =H D,E jx) 
=i D,E? imn( Dp Eix a D,E;, + D,E,,) 
+ DE? pmn( Dj Bip + D,Ey + D:E,,) = 0. 
Nous avons donc les mêmes équations que dans le cas 
riemannien, on en déduit alors 


D‘E”D,E,, = 0. 
TuHéorème. — Soit sur un espace riemannien V une connexion 
. euclidienne (e) vérifiant les hypothèses suivantes : DS = DS = 0, 
0 
S complètement antisymétrique. Si les transformations ©r 
conservent l'élément de volume, on a le système infini de rela- 
tions : 
DED, A ap AAS ap ae 0. 
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; 7 ; 5 
Si la courbure de Ricci de la connexion (e) est non dégénérée « 


(resp. si V est Proprement riemannien) et si les transformations 


ce Ge (resp. ca Gr) conservent le volume, le tenseur de Ricci. 


de la connexion (+) est à dérivée covariante nulle. 


gg M mu à 


ane om 


DEUXIEME PARTIE 


Transformations infinitésimales projectives et conformes. 


CHAPITRE PREMIER 


TRANSFORMATIONS PROJECTIVES 
' ET TRANSFORMATIONS CONFORMES 
SUR UN ESPACE DE RIEMANN COMPACT OU COMPLET 


§ 17. — p-formes conformes sur un espace riemannien compact. 


_ Soit € un vecteur conforme sur un espace riemannien V,, 
on déduit de (2-9), par contraction, en utilisant pour le tenseur 
de courbure la normalisation de Yano-Bocuner [27]. 


(17-1) AE + (1 oh ) dE = QE 


où d et à sont les opérateurs de différentiation et de co-diffé- 
rentiation, et A le laplacien de G. DE Ruam 


A=dé+4+éd 
et -Q Chi ahtens de Ricci, c’est-à-dire l’opérateur qui à e 
1-forme £,, fait correspondre la 1-forme : 
nos QR. 
TRE si V, est compact orientable, (17-1) est 


une condition suffisante pour que le vecteur § soit conforme 
([13], p. 128). Dans ce cas, il n’existe pas de vecteur conforme 


vérifiant la relation 


RAY <0 


| 


: ; . 4 
à moins qu’il soit à dérivée covariante nulle, alors nécessai- 
rement 
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RE = 0 
en particulier, si la courbure de Ricci est partout défimes 
négative, il n’existe pas de vecteur conforme non nul ([27,. 
p. 54). Dans le cas d’un espace d’Einstein compact orientable 
VAN me) 
2Ry = gi (A, > 0), 


on a le résultat suivant: ([13], p. 138): les valeurs propres 
de l’opérateur A sur les 1-formes co-fermées (resp. fermées) 


1 


sont supérieures ou égales à À | resp. A, = res: Les 
21 ==) 


n 
1-formes caractéristiques co-fermées correspondant à À, 
engendrent l’algèbre de Lie L, des 1-formes isométriques, et 
les 1-formes correspondant à la valeur propre Az, engendrent 
l’espace L, des 1-formes conformes pures (différentielles des 
fonctions solution de l’équation Ag = À,gœ), et, on a 


[L,, L]eL et [L,, L]eL,, 


‘Si Ë est un vecteur conforme et si on associe à la géodésique : 
xs) (où s est l’arc), la fonction 


on a 
a= @ (a be va), 
df 


donc — dépend uniquement du point considéré et non de la 
ds | “an 
direction de la géodésique passant par ce point. . 
Plus généralement, si nous considérons maintenant u 
tenseur antisymetrique Enc. et sl nous supposons que 


a er + 


d ; | | 
AU PTE en un point donné dépend seulement du point — 


et non de la direction de la géodésique x'(s) passant par ce 
po nt, nous en déduisons : pina 


(17-2) VE. PA re VE. D 20... ipdy 
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avec 


9... ip = “a … sa 


lels 


Un tel tenseur est dit conforme et la p-forme associée sera 
dite p-forme conforme. 
En posant : 


By...) IR EMA n, Poe 


on sait ([27], p. 73) que si l’espace de Riemann V est compact, 
orientable, il n’existe pas de p-forme conforme vérifiant 


FE.) <0 


à moins qu’elle soit à dérivée covariante nulle, et alors néces- 
sairement 


1 
Ries ‘PE #2 BAC 


p? 


F(E:, nat ip) = 0 


en particulier, si la forme F(§,..;,) est définie négative, 
alors, il n’existe pas de p-forme conforme non nulle. Plaçons- 
nous maintenant dans le cas où il existe de telles p-formes. 
Nous noterons Q,, l’opérateur qui au tenseur de composantes 
&,.:, fait correspondre le tenseur Q,(€) dont les compo- 
santes sont données par : 


Co SRE... last: nt je LUE ve ls alis+ a ce Émis tp® 


1 s<t 


Partons de la relation 


(17-3) VIVE;,.. wip get a (VE. ip apd EL ET VI A hie rare 
— (VV Ein LA a LE pa DV EN te digert) re Et 


e (17-2) on déduit 
PV Eis... fy “+ VAT ip + VE. 4 ASUS Vi En. Bu 
es vu [eV an Bias TAN Pos Na BipiV rot... ul 
(17-3) devient alors 


(17-6) pV VE + (S—1 NVR VE tty 
VV lg. p—1 ]= Qu 
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et, en utilisant la relation 
VV... ip =(— AE+ Qi. 


on voit que (17-4) peut s’écrire : 
(17-5) pak +(1—=-) 85 = (p + DQE 


Nous allons voir maintenant que cette relation caractérise” 
les p-formes conformes sur un espace riemannien compact. 
Nous noterons 


AE = phe + (1—=-) 436 —(p + 4) QE. 
Considérons le tenseur 


- r 
Ky, tgl — P( Vs... an Vin ip — > EuVré Li ») | 
et la 1-forme 
B = bi dA ipl 


(,) désignant le produit scalaire local, on a, par un calcul 
direct | 


VB 7 (Ag, ë) 2 | 
=p [ve “VE ip + Vi PV En. ts EL RQ ET A 
ou ( | > 


(17-6) VB + (APE) = Le V'Ei ip pig — À a) 


oe 


À * iwi VZ 
el in ar Vibu, en ERE + ») à 


Il résulte de cette dernière relation, par intégration sur la » 
variété Vn compacte orientable que toute p-forme solution de » 
(17-5) est conforme. | 

THÉORÈME. — Sur un espace proprement riemannien Vn, 
compact orientable, une p-forme est conforme, si, et seulement 
si elle est solution de l'équation 


PE + (1 — 2) ate = ( + DO, 
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Placons-nous maintenant dans le cas où Q,.est défini positif 
(c’est-à-dire, pour tout tenseur &, (Q,(E), £) > 0), et reprenons 
la relation (17-6) que nous pouvons écrire : 


sp = ([pae 2 (1 ee adi — (p + 1) 8] Sn (a, 2). 


Si À est une valeur propre de A qui correspond à une p-forme 
co-fermée sur Vn, (17-6) se réduit à 


(17-7) 88 = ([pPR—(p + HQE], 5 — (a, 0). 


Par intégration sur Vn, on en déduit que si A, est la plus 
petite valeur propre de l’opérateur (p + 1) Q, sur les p-formes 
co-fermées, on a nécessairement 


par. 


Nous allons maintenant considérer les p-formes fermées, 
on remarque d’abord que (17-6) peut s’écrire, sous la forme 
équivalente 


B= ([(o +1— aa + DE], 2" 
— F(a} a). 


Soit » une valeur propre de A correspondant à une p-forme 
- fermée, alors 


078) 38=(|(» +1 — +) + 000), ) 


—#- (ay à) 
- on en déduit à 
ue = 4. 
TutorEmMe. — Sur une variété riemannienne compacte orien- 


table, où l'opérateur Q, est défini positif en tout point, si À, 
est la plus petite valeur propre de l'opérateur (p + 1) Q, sur 


| 


€ 
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les p-formes, les valeurs propres de l'opérateur A sur les p-formes 
co-fermées (resp. fermées) sont supérieures ou égales à 


dé resp. — , 
A "dre 


Supposons maintenant l’espace Vn à courbure constante 


R 


Rie = (BnxBu — BnBin)» R;; = a Sik 


n(n —1 
alors 
ge Be n—p) 
(QE), welp n( re. 1) Briss ip 


Nous supposons toujours F(£,.;) > 0, on sait qu’alors il 
n’existe pas de p-forme harmonique non nulle ([27], p. 64), 
toute p-forme se décompose d’une manière unique suivant — 


E=C+u, 


où ¢ est cohomologue à 0 et w homologue à 0. D’autre part, 
dans le cas d’un espace à courbure constante, si £ est une 
p-forme conforme, on a 


(17-9) pat + (! — = ase ae: 
he Ko REG Py 


on a d’autre part, 
A(G + w) = XX + ddu, 
(17.9) devient 


pid + (p+1—2) do = KG + 0) | 


et, on en déduit 
(17-10) PAC = KC (X = 0) 
(17-11) Aw = Kyw (do —0) avec K, = Ki _ 


PR 
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De (17-10), il résulte que € est une p-forme de Killing, de 


- (17-11), on déduit 


Aséw = K,dw, 
réciproquement, si w’ est une (p-1)-forme solution de (17-11), 
on peut lui associer la p-forme w = K w’ solution de (17-11), 


2 
la correspondance biunivoque entre les formes w et w’ est donnée 


par w’ = dw et w= ze les formes w solutions de (17-11) 


- définissent des p-formes conformes que nous appellerons sui- 


vant Licanerowicz ([13], p. 137) conformes pures. On voit 
alors que l’espace vectoriel L des p-formes conformes est la 
somme directe L = L, + L, où L, est l’espace vectoriel des 
p-formes de Killing et L, l’espace vectoriel des p-formes 


- conformes pures. 


THÉORÈME. — Sur un espace proprement riemannien, compact 
orientable, à courbure constante, les valeurs propres de l’opéra- 
teur À sur les p-formes co-fermées (resp. fermées) sont supérieures 
ou égales à 


.Rp(p + UE p} Le K; 
MD ne Done SFR UT 


n 


_ Les formes co-fermées correspondant à K, sont des formes de 


Killing, les formes fermées correspondant à K, sont des formes 


| conformes pures. L’espace vectoriel L des formes conformes est 


somme directe des espaces vectoriels L, et L, des formes de Killing 
et des formes conformes pures. Les projecteurs de L sur L, et 


» L, sont respectivement éd et dé. 


§ 18. — Transformations affines sur un espace complet. 


Soit £ un vecteur affine sur un espace riemannien V,, asso- 
L BY bY , tops, i 8 > 
cions à ce vecteur et à la géodésique z'(s) (où s est l'arc), 


la fonction 


dai 
ES Ts 
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de l’équation différentielle des géodésiques 


dx; dal da* ~ 
ds? + Ue ae doa 
on déduit 
df _ gp dx de” Cs ie gz, da de! dat 
dy ae de ae TE ee ds ds 
et, d’aprés (4.2) 
a din da! da! dx 
ds? Runs ds ds ds v 


d’ot 2 
f= (Z) s+ f= (VA8EN, 9 + EO 


@ étant le vecteur tangent en 0 à la géodésique considérée, 
Supposons V, complet, alors s peut prendre toute valeur de 


0 à + w; si le vecteur £ est de longueur bornée, il en est. de 


même de la fonction f, ce qui entraîne nécessairement 
(V40'6/) = 0, 


et, puisque cette relation est vérifiée en tout boit 0 et pour 
toute géodésique issue de 0, en on déduit 


Ve; “ts Vii > 
Ce résultat a été démontré par Hano [6] par une autre 
méthode. | 
Tasoeu ne — Sur un espace riemannien complet, tout becteur 


affine de longueur bornée est isométrique. 


§ 19. — Transformations projectives sur un espace compact. 


Si § est un vecteur projectif sur un espace riemannien, 


on a, d’aprés (2-2) et (2-3) 


WV Bich Rik? = (ENV + ga VV Er): 5 
d’où, en contractant j et k me 2 
7 2 
VIVIE, + R;,£? = NE x VV AP 


| 
| 


D ne de 


TES 
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on a, d’autre part, 
4 (AE) = RE —VIVE, 
d’où 


2 
€ At LB 
(19-4) Mate = QE. 


Supposons l’espace V compact orientable, ( , ) désignant le 
produit scalaire global, de (19-1) on déduit 


2 , 
(19-2) | (AE D TE, = (QE, ® 


or, sur un espace compact orientable 


(AE, ) = (dE, dé) + (DE, DE) 
(dBE, E) = (DE, dE) 


et 


alors (19-2) s’écrit : 
(19-3) (ab 8) + TE, B= (QED 
d’où si Ro’ <0 (19-3) entraîne 
Rg = 0 ea?) dba Che D) 
, De de = 0, il résulte que € est affine, donc isométrique 
puisque V est compact, alors d£ = 0 entraîne en plus V£;= 0. 


Nous obtenons donc le résultat suivant, analogue au résultat 
de Yano pour les vecteurs conformes, 


TuHEorEME. — Sur un espace de Riemann compact, orientable, 
‘il n'existe pas de vecteur projectif vérifiant R;E'E <0, à moins 
qu il soit à dérivée covariante nulle, alors nécessairement R; 5" — 0. 
Si la courbure de Ricci de l’espace est partout définie négative, 
il n'existe pas de vecteur projectif non nul. 


$ 20. — Décomposition des vecteurs projectifs et conformes. 


… Soit Vn une variété riemannienne complète, simplement 
connexe, on sait [23] que Vn peut être identifiée au produit 
topologique et riemannien de (r + 1) variétés riemanniennes 
Wä(a = 0, 1, ... r), complètes simplément connexes, i étant 
| 4 


euclidienne et W‘a 0) irréductible, de dimension > 23, 
Nous désignerons par T l’espace fibré des vecteurs tangents | 
a Vn et par T* l’espace fibré des vecteurs tangents a W4,. 
Tout vecteur XeT est défini par X = {X,}, où X, e T4 
La connexion riemannienne de Vn est définie par ses coefficients | 


Lx = { 7 
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où les l'#,, sont les coefficients de la connexion riemannienne | 
de W’. 

Si V est la dérivation covariante sur Vn et V, la dérivation 
covariante sur W’, on a 


(20-1) VEY = ¥ (Va + ¥ [Xe Yoh): 


De plus, R désignant le tenseur de courbure de Vn et Ra 
le tenseur de courbure de Va, on a L 


(20-2) R(X, Y)Z = DR,(X., Y)Z, 


(où VxY désigne le vecteur de Compasan tes V,.Y'X* et R(X, Y)Z 
le vecteur de composantes R',,,X*Y'Z/). 


Soit — un vecteur projectif, “i lui correspond, d’aprés (2- 2) 
un vecteur | tel que, pour tout couple X, Y de vecteurs eT, 


on ait | 
VaVx(E) — Voxr(Ë) + RE, X)Y = (4, X)Y + (4, VX. M 
De (20-1) et (20-2) on déduit 


(20-3) [VxVx(§) — Voyxr(é) + RE, X)Y], 
— VxVyx(E.) 4 Voxx(ba) À R(E,, X)Y 


D’autre part, de (20-1) on déduit ‘ 
Vire Ya + Vax, à 4 E i hs | 


De plus, pour un champ de vecteurs Z tel que Ze TS 
en chaque point x (où Z, désigne le vecteur du champ associé 
au point x et Te l'espace tangent au point 2 à la variété We); 
nous avons 


Vx,Z = Vax,L 


(ore 
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par suite: 


RE VAGUE RE, XV) = (Vy, Xa) Vo (iy Ye) Xe 
soit — 
(20-4) Vax,Var,(Ea) — Vavaxs¥a(Ea) es RE me 
= (4, X.)Y. + (4, Y,)X 


Puisque, dans la décomposition de pe Ram envisagée 
les sous-espaces Tf sont deux à deux orthogonaux on a 


(4, X,) = (Was X,) et (b, ¥ A) = (Vay pe, 
et (20-4) montre alors que le vecteur £, est sur W% un vecteur 
projectif. 
Supposons maintenant que & est un vecteur conforme, on | 
a alors, pour tout couple de vecteurs X, YeT, 


(20-5) (Vx&, Y) + (X, Vré) = 20(X, Y), 


- écrivons (20-5) pour deux vecteurs X,, Y,¢T* 


(Vx, 1) + 2e Vy,5) Ss 20(X,, Y,) 


et, en utilisant l’orthogonalité deux à deux des T%, en un 


. point x et les relations 


(Vx Ë)a = VxËa = Vox Ëas 
on peut écrire 
(Vox Eos Ya) + (Xa Vox Ëa) = 20(X,, a 


c’est-à-dire que &, est sur W£ un vecteur conforme. 
Réciproquement, si on a sur chaque W*, une transfor- 


. mation 6,, 


w= ©,(2,), 


il en résulte une transformation 6 sur V" définie par: 


a ==, O(a) =) 15.8.) |, Si es (af 


A la transformation ©, correspond un vecteur —= {£,}, 


: Ss étant le vecteur corfespondant a ©,, et on a 


a 


(LE) Pin = $2 Ea) PViaaS + 
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Si les transformations 6, sont projectives, pour chaque a, 
il existe un vecteur , tel que: 


(LE) ing = Dep, + dieh),- 


Si on désigne par le vecteur dont les composantes sur les 
W: sont les vecteurs ,, il en résulte que la transformation 
définie précédemment est une transformation projective. 


En ce qui concerne les transformations conformes, nous # 
avons montré que Si = est un vecteur conforme, ses compo- 


santes ?, sur les différentes feuilles W° sont des vecteurs 
conformes, mais la réciproque n’est pas nécessairement vraie. 


Si £ est un vecteur conforme, on sait qu’il existe un vecteur ) « 


tel que 
_ (20-5) (LED Ve = tie + db Vin 


Toute transformation infinitésimale (£) vérifiant (20-5) sera 


appelée collinéation conforme; de la même manière que dans | 


le cas projectif, on voit que si les vecteurs £, définissent des 
collinéations conformes, il en est de même du vecteur &. 
Ce sera un vecteur conforme si V" est compact ([26], p. 278). 


_ THéoRÈèME. — Soit V"= Wo x W1xX ... x W" une variété 

riemannienne, simplement connexe, complète; soit § = j£,} un 
secteur projectif (resp. conforme), la restriction de =, sur chaque 
W£ est un vecteur projectif (resp. conforme). 


,$ 21. Endomorphismes associés , 
à une transformation infinitésimale ([10], [20]). 


. Soit. V une variété munie d’une connexion linéaire (y). qui, 
rapportée à un système de coordonnées locales est définie 


par des coefficients li, rappelons que la connexion linéaire 
(y) dite connexion associée est définie par les coefficients [i yk 
donnés par 
Li, = jy. 
A toute transformation infinitésimale X définie sur V nous 
associons les tenseurs V,X! et V,X! qui définissent en tout 


point des endomorphismes notés & et & de l’espace vectoriel 
tangent en ce point. 


ne ns 


= 
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Reprenons d’abord les résultats de Licanerowrez ({13], 
p. 98). Soit y une algèbre transitive de transformations affines 
sur une Variété différentiable Vn munie d’une connexion 
linéaire. Soit t un tenseur quelconque, nous prendrons un 
tenseur t, les résultats s'étendent immédiatement à un 
tenseur d’ordre quelconque. 

Considérons les trois propriétés suivantes : 

a) Le tenseur t est à dérivée covariante nulle 


Vi; SF 0. 
b) Le tenseur t est invariant par y 
G(X) t= XV, + OVX" — #7V,X! = 0. 

c) Le tenseur ¢ est invariant en un point particulier 0 
par les endomorphismes & 

(At), = (t,V,X" — EN, Xi), = 0. 

Nous allons montrer que deux quelconques de ces propriétés 
entrainent la troisiéme. 


19 a et b entraînent évidemment c). 
20 b) et c) entraînent 


(XVe = 0 
et, par suite de la transitivité 
(Vito ar 
mais d’autre part ¢ est invariant par y donc 4(X)t=0, de 
plus, les transformations de y étant affines, 
VE(X)t — £(X)Vi = 0 
ce qui montre que le tenseur Vi est invariant par (x); et, 


puisqu'il est nul en un point, il est nul en tout point. 
3° Considérons maintenant a) et c), de Vt = 0 et de 


V,V,x" ND RX! 
puisque (X) est affine, on déduit immédiatement 
VA = 0: & 
k 


Le tenseur A‘ nul en un point, est à dérivée covariante 
nulle, donc il est nul en tout point, Ab 


4(X)e, = 


t est invariant par (y). 
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a 


Soit maintenant sur une variété différentiable 4 connexion 
symétrique ['j,, (x) une algèbre transitive de transformations — 
projectives, 4 tout X ey est associé un vecteur 9, et on a | 

(HR) = gx + Fe, 

t étant un tenseur ¢'; considérons les quatre propriétés 
suivantes : 

a) t est à dérivée covariante nulle, 

b) t est invariant par y, 

c) t est invariant en tout point par les endomorphismes 
définis par les tenseurs 


Bi = X'9;, Xe X: 
d) t est invariant en un point particulier 0 par les endomor- 


phismes a. 
1° a et b entraînent évidemment d, d’autre part, on a 


S(X) Vt — V,A(X)t = (AXP) fet) — (XID, = Biot”) — Bro 
d’ou 
Kent — Xe = X(A(X)V ti; — VAUX )E 
il en résulte que a et b entraînent c. 
2° Supposons vérifiées a, c et d et calculons V,A‘, 
V,Ai = #9, VX" — 2V,V,X5 
mais, en utilisant la définition de X 
VX = — RX! + OF, sr À Pr 
on a, en tenant compte de a, 
VA‘, = Oto; — dE Pr, | 
X'V,A!, = 0 
et, par suite de la transitivité 
V,Ai = 0 | 


finalement, on voit que a, c et d entraînent b. 
30 Considérons maintenant les propriétés b, c et d. De 
b et d il résulte 


d’où d’après c 


(Vi) =0 
d’autre part 


XX) VX )E) = X'HX)V EE, = Xe Xe, 


oe 
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donc en tenant compte de c et de la transitivité, on en déduit 
aA Vtg =O 
d’où V,t'; = 0, b, c et d entraînent a. 


THÉORÈME. — Soit sur une variété différentiable munie d’une 
connexion linéaire symétrique, (y) une algèbre transitive de 
transformations infinitésimales projectives; si un tenseur t 
vérifie trois des conditions suivantes, il vérifie la quatrième : 

a) t est à dérivée covariante nulle, 

b) t est invariant par y, 

c) t est invariant en tout point par les endomorphismes B, 

d) t est invariant en un point par les endomorphismes a. 

Plus généralement considérons une variété différentiable 
munie d’une connexion linéaire quelconque et une algébre 
transitive (y) de transformations infinitésimales conservant 
les géodésiques. On sait ([24], p. 322) qu’à tout vecteur X 
“définissant une telle transformation sont associés deux vec- 
“teurs ¢ et Ÿ tels que 

(LX)D = Phgy + Dre 

Nous considérons maintenant pour un tenseur t quelconque 
les quatre propriétés suivantes : 

a) t est à dérivée covariante nulle, 

b) t est invariant par (y), 

c) t est invariant en tout point par les endomorphismes % 
définis par les tenseurs B!;, = X', Xe, 

_ d) t est invariant en un point particulier 0 par les endo- 
morphismes &. | 

En utilisant (1-2), un raisonnement analogue à celui fait 
dans le cas où la connexion est sans torsion, montre alors 
-que si ¢ vérifie trois des conditions, il vérifie la quatrième. 
Remarque. — Nous allons dans la suite considérer une variété 
“riemannienne, par suite de la dualité définie par la métrique, 
on sait, d’après (2-3), que la 1-forme associée au vecteur 9 
“est, à un facteur constant près égale à la 1-forme dèX, en 
Hésignant encore par X la 1-forme associée à la em atUs 
infinitésimale X. Alors si (y) est une algèbre transitive de 
“transformations projectives pour la connexion riemannienne 
“d’un espace de Riemann V, on peut énoncer le théorème pré- 
cédent, en prenant pour erisethble ® les endomorphismes 
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définis par les éléments du produit tensoriel y@dèy. Soit, 
maintenant, sur une variété riemannienne (y) une algèbre! 
transitive de transformations conformes 


Vix; a VjXi = ps 


del qurix) dre WN, xr, 
n 


avec 


Considérons pour un tenseur t les quatre propriétés sui- 
vantes : 

a) t est à dérivée covariante nulle, 

b) t est invariant par y. 

c) t est invariant en tout point par les endomorphismes € 
en désignant par € tout endomorphisme défini par 


= Xqy— ¥X; | 


(ou encore, on peut Shi die les endomorphismes associés 
aux 2- formes 


4 À dey, 


d) test invariant en un point 0 par les endomorphismes @, 
19 a et b entraînent évidemment d. D’autre part, on a 


(LX)Ti, = die, + er Sor’, 
d’où 


A(X)V,t) — VAR) = Sig) — typ! — thoy Bn Gly, 
il en résulte 
XX) Vt, — V,£(X)t) = t.(g"X, — Xe) — (9 X, — X'o,) 


et on voit alors que a et b entrainent c. 
2° En notant toujours A‘ le tenseur #,V,X" —#,V,X' on 4 
d’après a et la définition de x 


VAY = tg) — Cane — t Pig, + to’ 1 
d'où X*V,Al = A (9 XXe) PUOX, — X'o,) | 
alors c entraîne, en tenant compte de la transitivité 

VAL = 0: 


Si on. suppose de plus que d est vérifiée, il en résulte A!, = 0 
en tout point; c’est-à-dire que a, c et d entraînent b. | 
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3° Prenons maintenant b, c et d, b et d entraînent 


; (V,t4i)o = 
On a d’autre part, 


XXE — VX) = PIX Xp) —t7(¢'X,— Xp) 


b et c entraînent 


X'"HX)Vt, 
d’où, par suite de la transitivité 
ay. 0 


et puisque (Vif), = 0, il en résulte Vé, = 0. 
En définitive, on voit que b, c et d entraînent a. 


THÉORÈME. — Soit sur une variété riemannienne, (y) une 
algèbre transitive de transformations infinitésimales conformes; 
si un tenseur t vérifie trois des conditions suivantes, il vérifie 
la quatrième : 

a) t est à dérivée covariante nulle, 

b) t est invariant par y, 

c) test invariant en tout point parles endomorphismes €. 

d) t est invariant en un point par les endomorphismes a 


CHAPITRE II 


VECTEURS ET TENSEURS INVARIANTS 
SUR UN ESPACE HOMOGENE 


Nous considérons maintenant un espace proprement rie- 
mannien homogéne G/H, le but de ce chapitre est de montrer 
que certains des résultats obtenus par Bocuner, LicHNE- 
rowicz, Yano [16, [1 9], [27], pour les tenseurs d’un espace 
proprement riemannien compact sont valables pour les ten- 
seurs invariants définis sur l’espace G/H. 


§ 22. — Dérivée covariante d’un tenseur invariant. 


On sait [16] que sur un espace riemannien compact orien- 
table, tout tenseur dont la dérivée covariante d’ordre p quel- 
conque est nulle est à dérivée covariante nulle. Soit mainte- 
nant a un tenseur G-invariant sur G/H. Le tenseur métrique 
g étant G-invariant, 


1 
(a, &) = p! a 4 Pa, ee tp 


est constant; on en déduit 


Via. pot!» = 0 
VV Qi... ic ni ae ie ee ip = 0 
si ViVi, i 
alors Va. Ne == 0 
d’où, par contraction 


Va. = 0. 
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THÉORÈME. — Sur un espace homogène proprement rieman- 
men G/H, si un tenseur G-invariant a une dérivée covariante 


d'ordre quelconque nulle, il est à dérivée covariante nulle. 


Nous pouvons appliquer ce résultat à un espace homogène 
hermitien, le tenseur D, de la structure complexe est évidem- 
ment G-invariant, d’autre part au paragraphe 11, un calcul 
local nous a montré que VS — 0 (où S est le tenseur de 


torsion de la deuxième connexion canonique) entraîne 


V,V,0, = 0. 


THEOREME. — Tout espace homogène hermitien dont le tenseur 
de torsion est à dérivée covariante nulle dans la connexion 


riemannienne est un espace kählerien. 


§ 23. — Vecteurs harmoniques et vecteurs de Killing. 


Soit § un vecteur quelconque, partons de 


(23-1) (AE), = R,g? —VV%,. 
Si € est un vecteur G-invariant g,¢'t/ est constant, donc 
gi(Vis') = 0 


d’où on déduit, par dérivation et contraction 


(23-2) (VIVE;) 33 siren VEN 
(23-1) donne alors : 
(23-3) (AË); ë. == Rp &?E = i VEE 


un vecteur de Killing vérifie la relation 
Vie; me Ve: =0 
d’où | 
(23-4) VVE,L RE = 0, 
s’il est G-invariant, on en déduit, d’après (23-2) 


(23-5) EVER EE = 0. 
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En utilisant (23-3) et (23-5) nous obtenons : 


TutorEmME. — Sur un espace homogène proprement rieman- 


nien G/H, il n'existe pas de vecteur G-invariant harmonique 


À 


(resp. de Killing) vérifiant Rt! >0 (resp. REY <0), à! 


moins qu’il soit à dérivée covariante nulle, alors nécessairement | 


RE — 0. Si la courbure de Ricci est définie positive (resp. 
définie négative) il n'existe pas de vecteur harmonique (resp: 
de Killing) G-invariant non nul. 

Soit G l’algèbre de Lie de G, et X le champ de vecteurs 
de Killing de G/H correspondant à À e G. Supposons X inva- 
riant par les transformations infinitésimales définies par G, 
alors pour tout ueG ona | 


L(X) = [X, Y] = 0 
(où Y correspond à pv) donc [A, uw] = 0, c’est-à-dire que À 


1 


appartient au centre de G. D’après le théorème précédent, 


on voit que si la courbure de Ricci est définie négative, le 
centre de G se réduit à 0. Si, par exemple on suppose de plus 
G réductif, il en résulte qu’il est semi-simple. 


THEOREME. — Soit V, = G/H un espace homogène riemannien, 
st la courbure de Ricci est définie négative, le centre de G est 
réduit à 0. à 


._ 


§ 24. — Tenseurs harmoniques et tenseurs de Killing. 


Pour un tenseur antisymétrique d’ordre p quelconque, 
ona | | 


| 

p | 

(24-1) (AB)... = » |; 4 TR “PE NRA | 
=! 

top 1 

+ pe RE oo is ylis4, wes i¢_ymits, eee ip =a. VV, eee ip 

s<t | 


Le tenseur £ étant G-invariant =, , 4» est constant 
on en dédui déri is et er j 
uit, en dérivant deux fois et en contractant 


VV... ips mult ds Ve. a lp = 0, 


4 


De nas 


4. , 
+ 
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on déduit de (24-1), en utilisant toujours les notations de 


Bocuner- YANO 


FE, ip) = Rei toe ay + + rl REV 0, 


Ug wee ip 


(24-2) (AE)... Ete AR os A4: + pF ly. Lip) 


nM 
Un tenseur de Killing d’ordre p est défini par la condition 
d’être antisymétrique et par une condition analogue à celle 


des vecteurs de Killing, à savoir que £,, est parallèle 


de 
lp ds 
le long de la géodésique z' (s); un tel tenseur vérifie la relation : 
VE. “ip PR VE. = 0 
d’où on déduit ([27], p. 63-66) 
VV. A4 NP) BC tp) 0) 
on a donc, pour tout tenseur de Killing G-invariant : 

(24-3) Fer. ip) re. ipV 5" ip = 0. 

De (24-2) et (24-3) on déduit. 

Tatorime. — Sur un espace homogène riemannien G/H il 
n existe pas de tenseur harmonique (resp. de Killing) G-invariant 
vérifiant la relation F(E,,..;,) > 0 (resp. F(Ei,...i,) <0) à moins 
qu’il soit à dérivée ecbadtianie nulle et Hey nécessatrement 


F(E,,...i,) = 0. Si la forme F(E,,..;,) est définie positive (resp. 
négative), il n'existe pas de tenseur harmonique (resp. de 


- Killing) G-invariant non nul. 


$ 25. — Vecteurs conformes et projectifs. 


Puisque pour toute transformation infinitésimale affine (X) 
les opérateurs £ et V commutent, si £ est un vecteur G-inva- 
riant, il en sera de même du tenseur VË,, et, pour toute trans- 
formation infinitésimale du groupe G, £ commutant avec la 
contraction, VÆ' est une fonction e. invariante, donc une 


constante, il en 1=nesttlve que pour tout vecteur G-invariant 


ViV KE =0, 


en particulier, tout vecteur G-invariant conforme est homo- 


i 
ri 


thétique, et tout vecteur G-invariant projectif est affine: 
D'autre part, pour un vecteur G-invariant g;£'E est constant, 
donc borné et de plus, l’espace homogène riemannien G/H 
est complet, en appliquant le théoreme du paragraphe 18, 
on en déduit : 
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Tutorime. — Sur un espace homogène riemannien G/H 
tout vecteur G-invariant conforme ou projectif est un vecteur 
de Killing. 


$ 26. — Vecteurs et tenseurs analytiques 
sur un espace homogène kahlerien. 


Supposons maintenant que G/H est un espace homogène 
Kählerien. Soit £ un vecteur covariant analytique, c’est-à-dire 
vérifiant 

Vasta = Vata 
de l’identité de Ricci 


V3-V,V 6 = —* VAUT = — Fal “gyae, 
on déduit 
Vo V Ep — EaRy5g = 0, 
d’où 
VIVE, — RE = 0! 


avec la formule complexe conjuguée, ce qui d’après (23.1)! 
est équivalent à 


Ag = 0; | 


Si € est G-invariant nous pouvons alors appliquer le théo- © 
rème du paragraphe 23. Si — est un vecteur contravariant « 
analytique | 
Vb = VE" SO, | 


un calcul analogue à celui fait précédemment, donne | 
VIVE + REP ="), 


(avec la formule complexe conjuguée), ce qui entraine la 
relation (23-4), on a done la méme conclusion que pour les 
vecteurs isométriques. 
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THÉORÈME. — Sur un espace homogène kählerien vérifiant 
RageEE > 0 (resp. RapËtEl" <0), tout vecteur réel, G-invariant, 
covariant (resp. contravariant), analytique est à dérivée cova- 
riante nulle, et si Rageb%E"" est définie positive (resp. négative) 
ul n'existe pas de tel vecteur non nul. 

Si les composantes Grp d’un tenseur réel de type 
mixte sont des fonctions analytiques des coordonnées (z*), 
nous avons encore 

(26-1) Vege, 0 ss Vee eae a 0, 
par contraction de l'identité de Ricci, on obtient 

(26-2) Vir se pp, BR = — Ra Ehc = tpg. ope 

hes RE“ LÀ php By + RPG EE“ APE Bo Le sis 
+ Rig Stee tpg Baule 
Le tenseur £ étant supposé invariant par le groupe G, on a 
Bm Pe Baba, apt Pr = Cte, 
d’où 
VE oy 4e, ” PA sh Pace ais ba, = ie g,V ve, dé ap reg es 0, 
le deuxiéme terme qui peut s’écrire 
Far. aghi VER ge ge 
est nul d’après (26-1), donc 
VE“ “een Bee, " apt By — () 


d’où, après dérivation contractée : 
a a aft ia Pa VEX fal “Pe, wo Bg ac VE" Kg “Pe, +. FALL à a a 0, 
de la relation (26-2), on déduit alors, en posant 


G(é) = — REX: a “Pe, e Baba, 43: HA “Bg... 
— Rome obo apt fet Reg bm oe gba, apt Pa ee. 
= Rig 6% ie “Pe, a, By ath ey at ait le 


des résultats analogues à ceux de Yano-Bocuner ([27], 


p. 134-142). 


THÉORÈME. — Sur un espace homogène kählerien, si les 
composantes analytiques complexes —%~%rg 2, d’un tenseur 
G-invariant réel de type mixte vérifient l'inégalité G(E) > 0, 
alors G(E) = 0 et VE rep, = 0. 
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Suivant YAno-Bocaner [27], si nous désignons, en chaque « 
point de la variété, par M et m, respectivement la plus grande . 
et la plus petite valeur propre de la matrice Rags, ona: 


Tutorime. — Sur un espace homogène kählerien, M et m 
étant en chaque point respectivement la plus grande et la plus 
petite valeur propre de la matrice Rags, si gm—pM > 0, tout 
tenseur complexe analytique G-invariant de type mixte §*~"*»,, 6, 
vérifie VE = 0, si gm— pM > 0, il: n'existe pas de 
tenseur complexe analytique G-invariant de ce type, non nul. 


CoroLLAIRE. — Sur un espace homogène d’ Einstein- Kahler, 
tout tenseur analytique complexe G-invariant de type mixte 
Etre. gp, est à dérivée covariante nulle. Si la courbure sca- 
laire est positive (resp. négative), il n'existe pas de tel tenseur 
non nul pour q > p (resp. q < p). et 


$ 27. — Espaces homogène 4,,,, définition. 


Sur un espace homogène G/H de dimension n, nous désigne- 
rons par 46(G/H), l'algèbre de cohomologie relativement. à 
l'opérateur d, des formes G-invariantes sur G/H. %#?(G/H) 
désignera l’espace des classes de degré p. Nous considérerons 
dans la suite des espaces homogènes vérifiant la condition: 
dimension 46"(G/H) £ 0, cette dimension est alors nécessaire- 
ment 1; et, la condition est équivalente aux deux suivantes : 
a) il existe une n-forme G-invariante non homologue à 0; 
b) pour toute (n — 1)-forme, G-invariante, on a da = 0. On sait 
que ce cas se présente par exemple si G est un groupe. de Lie — 
unimodulaire et H un sous-groupe fermé connexe réductif — 
dans G (ou si G/H est orientable, G unimodulaire agissant 
effectivement sur G/H). Nous désignerons dans la suite par 
6» tout espace homogène proprement riemannien de dimen: 
sion n vérifiant la condition: dimension #"(G/H)—1. Sur 
un tel espace si £ est une 1-forme G-invariante, son adjointe 
*£ est une (n—1)-forme G-invariante, donc 


dé =0, dor XÆ—0, 


re 


SUR LES TRANSFORMATIONS DES VARIETES RIEMANNIENNES 225 
de plus, de la relation 
*d(a À xb) = (da, b) — (a, 6b), 


on déduit que si a et b sont des formes G-invariantes de 
ae respectivement p et p+ 1, ona 


(da, b) = (a, 8b). 


Il en résulte alors qu’une forme G-invariante est harmonique 
si et seulement si elle est fermée et cofermée et que toute 
forme G-invariante admet une décomposition unique en 
somme de 3-formes G-invariantes, respectivement harmonique, 
homologue à 0 et cohomologue à 0 [7]. 


$ 28. — Vecteurs de Killing G-invariants 

sur un espace d6,,,. 

Nous avons vu qu’un vecteur contravariant analytique 
(calcul local du paragraphe 26) vérifie la relation 


AE = QE. 


Nous allons voir que sur un espace 4, kählerien, cette 
relation caractérise les vecteurs contravariants analytigues 
G-invariants. 

Par un calcul direct, on a, ®;; étant la tone canonique : 

(28-1) 28'(V,VPE, + Ri,5?) 

+ (DOVE — DV END VIE? — OPV, 8!) = V(EV"E,) 
, + (RE? — 00" 20,8), 
d’autre part, de 
VV Oy Te VV iy FA 0, 
on déduit | 
DPR sr 


DR, = KR 
d’où | 
R; 56? = + DDR Gr ce 


| de plus, en ior Videntité de Ricci et l’antisymétrie de ®”, 


ona 
R, fi mt Dr, V,V ee, 
15 
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finalement (28-1) s’écrit : 
(28-2) 2E(V,VPE, + Ripe?) 
+ (DOVE — DAV!) (DA VIE? — OPV, E)) 
| = V,(E'V"E,) — 2V, (D (V,E,) 8°). 
Le membre de droite est la divergence d’un vecteur G-inva- 
riant, donc nul sur un espace 4%,,. Il en résulte que 


VV; re Rips? a 0 


(ou encore d’après l’expression de (Ag); rappelée au para- 


he 19) 
grap e AE ni QE oP 0 


Vi DVE' = 0 
c’est-à-dire que le vecteur & est analytique. 
Considérons maintenant un vecteur covariant analytique, 


on sait qu’un tel vecteur est harmonique. Réciproquement 
soit sur un espace kählerien %,,,, un vecteur harmonique 


Agr=s 


entraîne 


est alors équivalent à 


dé = 


d’autre part sur un espace kählerien les opérateurs J et A 
commutent, d’où 
AJ = 0 
soit 
ose = dIE = 0 
dJ£ = 0 entraîne 
OVE, = OP VED, 


c’est-à-dire, en coordonnées locales complexes 


Vaeka = — Vaëge 
d’où, d’après d& = 0, 
Vata = 0. 


Le vecteur € est un vecteur covariant analytique. 


| 
: 
| | 


THÉORÈME. — Sur un espace kühlerien &,,, il y a identité 
entre les vecteurs G-invariants analytiques contravariants (resp. 


covariants) et les vecteurs de Killing (resp. harmoniques) G-inva- — 
riants. 
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§ 29. — Tenseurs conformes G-invariants. 


Nous reprenons maintenant les notations et les calculs 
locaux du paragraphe 17. 

Il s’agit ici de tenseurs G-invariants conformes sur un espace 
%,. De la définition d’un tenseur conforme, on déduit 


(29.1) VigishV En. nik AVE se DT an, ip? 


d’autre part 
VV RHE) — VATE, one 
= Fee lg Re Va Cos af ae 


| U + bp? 
_le premier membre est la divergence d’un vecteur G-invariant, 
il est donc nul. La relation (29.1) devient alors : 


; ae tf a n(n “- 2)0 (9, = Fi) = (, 


THÉORÈME. — Sur un espace #,, il n'existe pas de tenseur 
G-invariant conforme, vérifiant F(ë:.:) <0 à moins qu'il 
soit à dérivée covariante nulle, alors nécessairement F(£,..;) = 0. 

- En particulier, si la forme F(é;,..;,) est définie négative, alors il 
n'existe pas de tenseur G-invariant conforme non nul. 
» De même, dans le cas d’un espace 4, 6 étant un tenseur 
- G-invariant, on déduit de (17-6), 


THÉORÈME. — Sur un espace proprement riemannien Hp, 
un tenseur G-invariant est conforme si et seulement si il est 
solution de l’équation 


pae + [1 —+ ax: = (p + QE. 


De la même manière on déduit de (17-8), 


TaéorèmE. — Sur un espace homogène &,, proprement 
“riemannien où l'opérateur Q, est défini positif si À est la plus 
petite valeur propre de l'opérateur (p+ 1) Q, sur les p-formes, 
les valeurs propres de l'opérateur A sur les p-formes G-inva- 
“riantes co-fermées (resp. fermées) sont supérieures ou égales à 
ou resp. ui 
4 p+i—<+ 


n 
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De (17-9) on déduit, 


TuéorèmEe. — Sur un espace #6(n) proprement riemannien 
à courbure constante, les valeurs propres de Vopérateur A sur 
les p-formes G-invariantes co-fermées, (resp. fermées) sont supé- 


a 


rieures ou égales a 


que A en À Roe —— 
n(n— 

Prec 

n 
Les formes co-fermées correspondant à K, sont des formes de 
Killing. Les formes fermées correspondant à K, sont des formes 
conformes pures. L’espace vectoriel L des formes conformes 
est somme directe des espaces vectoriels L, et L, des formes 
de Killing et des formes conformes pures. Les projecteurs de L 

sur L, et L, sont respectivement éd et dû. 


a SI 


CHAPITRE III 


TRANSFORMATIONS PROJECTIVES ET CONFORMES 
SUR UN ESPACE D’EINSTEIN 


§ 30. — Espace vectoriel des 1-formes conformes 
et des 1-formes projectives. 


1° Soit sur un espace riemannien V une 1-forme conforme 


n 


(30-1) = - VE, + VE = 2gy (o 2 —3). 


Soit n une autre 1-forme conforme correspondant à la fonc- 
tion |, « — [&, n] est une 1-forme conforme correspondant 
à la fonction: &0, — 4. 

De (30-1) on déduit 


(30-2) AE + (1—= ate os 
Supposons V espace d’Einstein avec R = 0, alors 
2 
| Qt: 
et (30-2) s’écrit 
2 y 2 ee 
(30-3) a oR PAS R die. 
Ay ; n(n — 1) 
Désignons par ( le vecteur &; + ie Que et formons 
| nées 
(30-4) VE + Ve VE + VE + PU va, 
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on a d’autre part 
LE)Ry = — (n — 2) VO, — gyV®, 
d’où, pour un espace d’Einstein 


(30-5) À (VE, + VE) = —(n — 2), — vd, 


d’où VP, = — — Ÿ 
t (30-4) se réduit à 
Vi; + Vj oc 


Le vecteur © est un vecteur de Killing, alors la 1-forme 
n — 1 
R 
désigne l’algèbre de Lie des 1-formes conformes, l’espace. 
vectoriel L est la somme des espaces vectoriels L, et Le, où 
L, est l’algèbre de Lie des 1-formes isométriques et L, l’espace 
vectoriel des 1-formes conformes homologues à 0. La somme 
est directe puisque toute 1-forme eL,nL, est à dérivée 
covariante nulle, or sur un espace d’Einstein à R ~ 0, d’après 
l'identité de Ricci toute 1-forme à dérivée covariante nulle 
est nécessairement nulle. Les projecteurs de L sur L, et L, 
sont respectivement dd et dé. | 
Nous allons maintenant étudier les crochets des éléments 

de L, et L,. 
On a d’abord [L,, L,]¢ L,; soit maintenant ve L,, we Ly 
et «=[v, w]. Par un calcul direct, utilisant le fait que 
vi = — V;y, et que pv. est un vecteur Radeue on a a; = dj(Wu,) 
d'où ae La, foie Lie Ly. | 
Soit maintenant 4 et 4 deux 1-formes e L, correspondant» 


aux fonctions get y, et 8 = [p, x], pour une 1-forme conforme. 
correspondant à la fonction 9, on a | 


(30-5) V AT à Rixpé? = ByPx + Sind; — SixPis | 


d’autre part, pour une 1-forme conforme fermée sur un espace. 


d’Einstein, on déduit de (30-2) 


dst est une 1-forme conforme homologue à 0. Si LA 


(30-6) PE PE ee ë; 
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en tenant compte du fait que les 1-formes x et u sont fermées, : 
on a facilement, en utilisant (30-5) et (30-6) 


VB: + Vi, = 0 
c'est-à-dire que [L,, L] ¢ L,. 


2° Soit maintenant € un vecteur projectif, il lui correspond 
un vecteur (, tel que 


(30-7) VV = — Rid! + db, + dj, 


si n est un autre vecteur projectif, « = [&, 7] est un vecteur 
projectif correspondant au vecteur y défini par 


Li = PVR — Vin? + CV 10; — PV py. 


Reprenons la relation (19-1) pour une 1-forme projective 


MD ght = dE 


n +1 
et supposons que V est espace d’Einstein à R 0, on a: 
— mn 1) La 
a 2R(n + 1) dE 2R oo 
soit v la 1-forme définie par 
pb nln) 
VER + D 


utilisant le fait que sur un espace d’Einstein, pour tout vecteur 
projectif £, on a 


(8) 85 = mn) Vivir 
on obtient facilement 
Vii + Vi, = 0 
le vecteur v est un vecteur de Killing, c’est-à-dire que la 


- 1-forme ap 2% est une 1-forme isométrique, tandis que la 


n(n — 1) 
2R(n + 1) a 
à 0. L désignant l’algèbre de Lie des 1-formes projectives, 
L,, l'algèbre de Lie des 1-formes isométriques et L,, l’espace 


4-forme dèt, est une 1-forme projective homologue 
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vectoriel des 1-formes projectives homologues à 0, on a, comme 


dans le cas conforme la somme directe L = EL, + L,, les” 
projecteurs de L sur L, et L, sont respectivement éd et do. 


Nous allons maintenant étudier les crochets des éléments de 
L, et L,, sive L, et we Lg, en utilisant le fait que v est forme 
de Killing et » homologue à 0, on a déjà vu que «=[y, y] 


est homologue à 0; on en déduit alors [L,, L,]e Ly. Soit | 


maintenant p et mel, et 6=[p, ed, par un calcul direct, = 


utilisant le fait que les formes 4 et & sont fermées, on a 

Vip; + Vip; = uP(V Vu, a ViV jp) EE BV V'ibt NS ViV bep); 
d’où, puisque les 1-formes » et sont projectives 
Vi Vij = — (Roi + Royer) + PE (Boe + Royer) 

2 = le, my, À 
nn n+1 Leur + BV Vu — nV Vp — BViV ur], 

en utilisant maintenant les relations classiques entre les 
composantes du tenseur de courbure et en remarquant que 
pour toute 1-forme, projective, fermée, on a 


2R 
VV = Wil Gone Kis 
on en déduit 
ViBi t+ Vib; = 0 


donc [L,, L,] ¢ L,. Nous obtenons donc un résultat analogue 
au résultat donné par LicaNerowicz [19] pour les trans- 
formations conformes dans le cas compact. 


THÉORÈME. — Sur un espace d’Einstein, si L désigne 
l’algèbre de Lie des 1-formes conformes (resp. projectives), 
l’espace vectoriel L est la somme directe L = L, + Ly, où L, est 
l'algèbre de Lie des 1-formes de Killing, L, l’espace vectoriel 
des 1-formes conformes (resp. projectives) homologues à 0. 
Les crochets de L, et Ly vérifient les relations: [L,, LTeL, 
LITRES NL Te Ty, 


§ 31. — Cas d’un espace d’Einstein complet. 


1° Soit § une 1-forme conforme, on a alors (paragraphe 2) 


(31-1) VV eit Rye + + [giy(dee),+ 8ix( dd), — gx(d8E);| = 0, 
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‘pour une 1-forme conforme fermée sur un espace d’Einstein 
à R 0, cette relation devient : 


R 
(31-2) V,VE = Re = n(n—1) (Bien si Luke — Zi) = 0 


| ae à la 1-forme €; et à la géodésique z'(s), la fonction 


Xe “> on déduit de (31-2) 


æf (gg Ba 
7 fi ey! =) 
d'où, si R < 0, en posant K? = : 


n(1—n)’ 
(31-3) f = Ach (Ks + B), A et B constantes. 


Supposons le vecteur £ de longueur bornée, alors la fonction 
f est bornée, d’autre part, l’espace étant complet, s peut 
prendre toute valeur de 0 à + 0, alors d’après (31-3), f ne 
“peut être bornée que si A = 0, d’où f = 0; de cette relation 
vérifiée en tout point et pour toute géodésique issue de ce 
point, on déduit &; = 0. 

20 Si € une est 1-forme pais fermée, repartons de 


SET Viv es Hye — ECO? “A gu(dèë);] = 0. 


un 


Si € est une 1-forme projective fermée sur un espace 


-d’Einstein à R Z 0, 
| n(n—1) 
-(31-4) devient alors 


(31-5) V A a Rind! LE AA RUE (guêk + LuËj) = 


ee 1) 


. dx 3 a 
et pour la fonction f — valet on en déduit 


of k= 
as Goals 0 


et, dans les mémes conditions que précédemment, on en 
conclut &; = 0. 


D. 
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TuéorèMEe. — Sur un espace d’'Einstein complet, à courbure 

. se . . . , . . r 
scalaire négative, iln’existe pas de 1-forme projective ou conforme; 
fermée non nulle, correspondant à un vecteur de longueur 


bornée. 
Et, en utilisant le théorème du paragraphe 30 nous pouvons: 


énoncer : 


THéORÈME. — Sur un espace d Einstein complet, à courbure 
scalaire négative, toute 1-forme €, conforme ou projective, telle 
que le vecteur associé à la 1-forme dèE soit de longueur bornée, 
est une forme de Killing. 


$ 32. — Cas d’un espace harmonique. 


1° Pour tout vecteur projectif &, on a 
HE) Wu = 0 
où W;x est le tenseur de courbure projectif, qui, dans le 
cas d’un espace d’Einstein s’écrit : 


R 
Win = Rie — nn —1) (Bug — Ex) 


d’après (2-5) pour tout vecteur projectif £ sur un espace 
d’Einstein on a: 


ts £8) gy = nv, 
et 
(32-2) Q(E)g = — nt Pl viet 


En utilisant ces deux relations et en remarquant que dans 
; es ; 
Z cas d’un espace d’Einstein le tenseur Wi, vérifie les rola 
ions : | 


Wax ay ee W x | Winx = Wu | 
on obtient, pour la dérivée de Lie du scalaire W = Wy,Wi"! : 
(32-3) LE)W = 2 D y WHO 
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- pour un espace d’ Einstein, on a d’autre part, par un calcul 
direct : 


2R? 
W. Winn Et . Jjimn j 
ilmn Rim ne (n 1)” ol. 


Supposons maintenant l’espace harmonique correspondant 


» à la fonction f(Q), on sait que ([15], [ SE 
TT jinn = + (n + 2)kô;, (x = 2 (0) ela rr) 


n—1 
où T est le tenseur défini par 
ijkl 3 ijkl iljk Un 41) ijSkl ikojl iuojk 
Par un calcul direct, on en déduit alors 
: 5 wt 7 
Rim PI = hil, (k= — 5 [Sn + 2970) + (FO) ] 
2 L2 

et, 


(32-4) Wana Wir = = k(n + 23; 


Pour un espace harmonique, le scalaire W est constant, d’où 
L(E)W = 0, alors, de (32-3) et (32-4) on déduit, si l’espace n’est 


pas à courbure constante 
(32-5) Voor= U, 
Calculons maintenant (£(&)[)j, à partir de 
(LED = À e17e8(@ ay + VALE) Bun — VLC) 
nC B[V AV Pa + Vita — VaV Fj]; 


on en déduit, en utilisant l’identité de Ricci 


Fee [Viig' + PR] = ign + dip, 
et, par contraction 2R(n + 1) 
n 
OO den + 


(32-5) entraîne alors, 9, — 0, Ë est un vecteur affine. 
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20 Considérons maintenant le tenseur de courbure conforme 
Ci, dans le cas d’un espace d’Einstein, il est identique au, 
tenseur de courbure projectif, en utilisant, pour une 1-forme 
conforme, & les relations 


£(6) “ikl = 0, LE) gy — Pgi £(E) g4 =e: De", 
on obtient facilement 
£(&) (Cie C7*) = — 2 CC" 


d’où, si l’espace est harmonique, non à courbure constante, 
il en résulte ® = 0, £ est une 1-forme isométrique. 


THÉORÈME. — Sur un espace harmonique qui n’est pas à 
courbure constante, tout vecteur projectif (resp. conforme) est 
affine (resp. isométrique). 


$ 33. — Cas d’un espace d’Einstein compact. 


Soit £ une 1-forme projective fermée, de (31-4) on déduit 

qu’une telle forme vérifie : 
1 

(83-1)  2V,VE, = apy [2gjViV EP + guV VE + in iV 6], 
réciproquement, on voit facilement que si Vn est un espace 
proprement riemannien compact toute 1-forme vérifiant — 
(33-1) est une 1-forme projective fermée. Nous avons remar- 
qué d’autre part, que sur un espace d’Einstein une telle « 
1-forme est solution de 


(33-2) ph yap Lao ma a 


n(n — 1) 


Pour une 1-forme & quelconque, considérons le tenseur 


1 | 
Lig = 2V VE; Sg à (285 VV EP + gx jV EP + gnViV EP), 


De 


sur un espace proprement riemannien compact, aj; = 0 
signifie que € est une 1-forme projective fermée. Sur un espace _ 
d’Einstein, pour les solutions de (33-2) ce tenseur s’écrit 


2R 
(33-3) ayy = 2V,VE, ad Les + gid) + Byki) 
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on en déduit 
8R?2(3n + 5) 
n?(1 —n? 
transformons maintenant V VE VV, on a successivement 


VV ENVIE = V,(V EVAUIE) — V EV, EWE 
VEN, V EVE = sn VV V VIE!) — EVV, VE, 


(33-4) a,j = 4V,VE VV IEi — EME, 


et, en notant simplement V;A‘ les termes qui sont des diver- 
. gences 
Vay 


Ji 


VIVE = Ai EU V VEVIES 


en utilisant deux fois l'identité de Ricci, on a, sur un espace 
d’Einstein, pour les solutions de (33-2) 


ViVjVAVIE = V,VAV TIRE + Lee + Ri ViveEr, 


- d’où on déduit: 


ee VAS + ee iP RR Ea, 


(33-4) devient alors 
(33-5) CNT. + AW itm WAP; = VA‘, 


ot Wym est le tenseur de courbure projectif, c’est-à-dire que 
_ dans le cas d’un espace d’Einstein compact les 1-formes pro- 
jectives fermées sont les 1-formes qui vérifient (33-2) et 


Wiimn Wi""ES; = 0, 
on en déduit encore que dans ce cas, si la forme quadratique 
a 
ay = WitnnW; rae 


est définie, il n’existe pas de 1-forme projective fermée non 
nulle, donc toute 1-forme projective est isométrique. 


Tutorime. — Sur un espace d’ Einstein compact, pour lequel 
la forme quadratique ay = WimW;"" est définie, toute 1-forme 
projective est isométrique. 
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§ 34. — Transformations projectives et conformes 
sur un espace homogène d’Einstein. 


Nacano [21], a démontré que sur un espace homogène 


proprement riemannien, non « conformally flat », toutes 


1-forme conforme est isométrique, ceci entraîne en particulier » 


que sur un espace homogène d’Einstein proprement riemannien 
qui n’est pas à courbure constante, toute transformation infini- 
tésimale conforme est une isométrie. Par la même méthode, 
on peut démontrer un résultat analogue pour les 1-formes 
projectives. Soit V un tel espace d’Einstein, considérons 


l’espace V constitué par la même variété différentiable mais 
munie de la métrique 


By = Vw bij 


on a immédiatement, pour tout vecteur projectif E 


AE) Sy = WE Eu + gyf(E)W] 


d’après (32-3) on en déduit 
A(6)8y = 0, 


c’est-à-dire que tout vecteur projectif de V est un vecteur | 


de Killing de V. Si V est homogène, le scalaire W est constant, 


donc les isométries de V et V sont identiques, par conséquent 


dans ce cas, tout vecteur projectif de V est un vecteur de 
Killing. 


THÉORÈME. — Sur un espace homogène d’Einstein propre- — 


ment riemannien, à courbure non constante, tout vecteur conforme 
ou projectif est isométrique. 
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CHAPITRE IV 


TRANSFORMATIONS PROJECTIVES ET CONFORMES 
SUR UN ESPACE KAHLERIEN 


x 


Dans ce chapitre V,, est un espace kählerien de dimension 
réelle 2n, soit F;; = — F; la 2-forme canonique de la struc- 
ture; en coordonnées locales complexes, on a: 


Fig = = Fup = 0, Fuge = => Lage, Fos = = — Bag 

F,° = 106, Fe — — 108%, FS, = — 108, FP. = idfs. 
Ce tenseur définit I’ opérateur complexe sur les vecteurs, 
que nous noterons J. 
(ey = I (IX), = F?,X 
- en coordonnées locales complexes : 

(IX) = 1X", (JX)q = —iX, 
(JX)* — ones iX°, (IX) q+ = IX ue. 


P 


$ 35. — Une propriété locale. 


19 Soit £ un vecteur projectif, repartons de 
(35-1) VV E? + R? es = OPO, at oko, 
* multiplions (35-1) par F,', ce tenseur étant à dérivée covariante 
. nulle, 
VUE) = Fi V,VEr 
dot 
(35-2) VV (58)! + FR ne! = Fig + Fée 


En coordonnées locales complexes, en utilisant les relations 
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classiques entre les composantes du tenseur de courbure pois 
un espace kählerien, la relation (35-2) donne 


(35-3) V,Vg(96)*— Rpyyo(JE)” = — 85 (39), — OF(59) 5 
(35-4) VV e(5E)* ii Re gyeu(J8)P = = Cp). 

(35-5) VV ge(IE)* = 34(5¢) 

(35-6) VV (JE) « ro 


avec les formules complexes conjuguées. De 
VV (JE) + RY geyyue(JE)M = 88 (Jp); 
on déduit, par contraction 
(35-7) PV (OE) + Ray = (Hg) 
d’autre part, de 
VyeVe(SE)a = Saye(IG)g 


on déduit 

(35-8) VV E(JE)a = (Io)a 
d’ou, par addition de (35-7) et (35-8) 

(5-9) VV(IE)a + Ray( 38) = 134). 


considérons maintenant | 
VV p(98)* — Rt gyue(JE) = — 88(Ip)y + (Jp) | 
et 
VyVge (JE) + Rene (OEN = Ôf (JP) 

contractons « et f d’une part, &* et 6* d’autre part et ajoutons 
(35-10) VV) + 2R, (JE) = — (Jo), | 
ou | 10e, ? 

(35- -11) (Jp)a = — 2Rau+(IE)™ + (dE), ; 


portons maintenant cette expression de (Je), dans (35-9) qui 
peut s’écrire 


— (AdE), + 2Ray a) = 298) ob Ey 
on a alors | 


(35-42) (AE), + GRACE — 2(dB9k) 
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avec la formule complexe conjuguée; finalement, si £ est 


une {-forme projective sur l’espace kählerien, on a 


(35-13) AJE + 3QIE = 2ddTE. 


Nous allons maintenant considérer des 1-formes projectives 


_fermées, A désignant l’opérateur i(F) (produit intérieur par F) 
on sait que sur cet espace kählerien pour une 1-forme 


oJE = — Adé 


_ donc d£ = 0 entraîne oJ = 0, toute 1-forme projective fermée 


vérifie donc la relation 
(35-14) — AJE + 3QE = 0. 


d’autre part, on a vu que toute 1-forme projective vérifie 


la relation 


2 
AE Fane a QE, 


il en résulte que si Ë est une 1-forme projective fermée, elle 
vérifie | 


(35-15) 


mais, sur un espace kählerien l’opérateur J commute avec 


les opérateurs À et Q, de (35-15), on déduit alors 


an — 1 
2n + 1 


(35-16) ATE = QUE 


de (35-14) et (35-16) il résulte 


4(n — 1) 


Bn eae 2 


d’où, si n> 1, AJ — 0 c’est-à-dire que la 1-forme JE est 


harmonique, il en est de même de la 1-forme &, et, puisqu’elle 


» est de plus fermée, elle vérifie alors do§ = 0, c’est-à-dire que 


c’est une forme affine. 
90 Soit maintenant Ë une 1-forme conforme, repartons de 


(85-17) (LE) = VE + Rind! = Dig + ip; — Ent 
| 16 


| 
+ 
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où 9; est le vecteur gradient 9; = à? = _ 2,06 de (35-17) 
on déduit 


(35-18) VV) + FRE = Fjqu + Fée; — B99)" 
Par un calcul analogue à celui fait dans le cas projectif, 
on déduit de (35-18), en coordonnées locales complexes | 


(35-19) VVg(5E)* — R%pyye(JE)H = — de) — À (Jp) 
(35-20) V,Va(dE) + Re gyeu(IE)* = 05(I) ve — gg (Jp) 
(35-21) VV g+(JE)* = 67(Ig) g« — geey(I)* 

(35-22) VV ge(JE)* = 0 


avec les formules complexes conjuguées; de 
VV (JE) + Rageyr(SE)* = gag (Jp); — spry(IP)a 
on tire par contraction 
(35-23) VÉVR(IE), + Rou(JE) = (1 — n) (I¢)a 
d’autre part, de 
: VV) = Bayr(IF)s — 88 (99)a 
on déduit ; 
(35-24) VPV¢(3E)a = (1 — n) (IG) a 
d’où, par addition de (35-23) et (35-24) 
(35-25) VITE), + Ra (2) = 2(1 — n) (99)e, 
considérons maintenant 
et VVa(J8)* — Ron) = — (Ip) — À (Jp) 
VV RE) + RTE) = — 06 (Ip); — gpey(Iq)® 
contractons « et 8 d’une part, «" et $* d’autre part et ajoutons, 
il vient : | 
(35-26) 239). = — 2R, (3) + (dd JE), 
portons cette expression dans (35-25) on en déduit 
— (A3) + 22 — n) RU = (1—n) (433 Î 
avec la formule complexe conjuguée. | 


Finalement, si £ est une 1-forme conforme sur l’espace 
kählerien V,,, on a 


(85-27) —A TE + (2—n) QUE = (1 — n) dd 5. 


i 
: 


Es tatin ASE ©, INTAPTES ~* 5 
bee! a oa) LU CUT TE TRY 
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Nous considérons maintenant des 1-formes conformes 


_ fermées, ÔJE = 0, elles vérifient 


(35-28) — ASE (D=n)QUE = 0 


d’autre part J commutant avec Q et A, on a pour de telles 
1-formes 


(35-29) 2 ( 1 re) ASE = QUE 
de (35-28) et (35-29), on déduit 
. Dita 1 ee 
n(n — 2) wie 


d’où, pour n> 41, AJE=0, c’est-à-dire que la 1-forme JE 
est harmonique, il en est de même de la 1-forme §&, et, puis- 
qu’elle est de plus fermée, elle vérifie 


doi 


c’est une 1-forme homothétique. 


Tutorime. — Sur un espace kählerien V2, (n > 1) toute 
1-forme projective (resp. conforme) fermée est affine (resp. homo- 
thétique). 


Supposons maintenant que l’espace kählerien est aussi 
espace d’Einstein pour sa métrique riemannienne; QË = 0 
vérifiée pour toute 1-forme projective (resp. conforme fermée) 
entraîne alors si R 0 


er 
donc, dans la décomposition 
L=L,+ L, 
on a 
L, = 0 d’où L => ‘it 


on obtient alors le résultat suivant donné par Yano ((26], 


_ p. 273) dans le cas compact seulement. 


Tutorime. — Sur un espace d’Einstein-Kéhler V;:, (n > 1) 
à courbure scalaire non nulle, toute 1-forme projective ou conforme 


» est forme de Killing. 
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§ 36. — Cas d’un espace compact ou complet. 


Si V,, est compact, on sait que toute 1-forme affine ou 
homothétique est isométrique; si une telle forme est de plus 
supposée fermée, elle est à dérivée covariante nulle. La même 
conclusion est valable sur un espace complet dont le groupes 
d’holonomie ne laisse invariant aucun vecteur, mais alors 
la 1-forme à dérivée covariante nulle est nécessairement 
nulle. 


THÉORÈME. — Sur un espace kählerien compact V;, (n > 1), 
toute 1-forme projective ou conforme fermée est à dérivée cova- 
riante nulle. Si V,, est un espace kählerien complet dont le 
groupe d’holonomie ne laisse invariant aucun vecteur, il n existe 
pas de 1-forme projective ou conforme fermée non nulle. 

Sur un espace kählerien V,,, associons suivant LICHNEROWICZ* 
([13], p. 145), à toute 1-forme réelle &, le tenseur réel a(Ë);; 
défini par: 


a(E hu = Vasu Q(E) ju Fo a(E)r-u = 0, a(E)reus =V) bus. 


a(£) = 0 fournit une condition nécessaire et suffisante pour 
que la 1-forme € soit analytique. 
Pour toute 1-forme £ sur une variété kählerienne compacte, 


on a ([13], p. 145) 


(36-1) (AE — QE, &) = A(a(E), a(€)). 

Supposons que Ë est une 1-forme projective 
/ ue — ones | 
AE — QE = ME jv: 


(36-1) devient 


4 1 
Said d (det, & = mn pa dE) = 2(a(E), a(E)) | 


d’où 
a(&) = 0 
entraine | 
a. == v. 
THÉORÈME. — Sur un espace kihlerien compact, toute 1-forme 


projective analytique est isométrique. 
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CONES CONVEXES ET PYRAMIDES CONVEXES 
par Andrée BASTIANI 


INTRODUCTION 


Ce travail reprend et généralise les résultats exposés dans 


. le Séminaire de Topologie et Géométrie Différentielle (textes 


ronéotypés 1958-1959) et résumés dans deux Notes (C.R. Ac. 
Sc. 247, 1958, p. 1943, 248, 1959, p. 175). Le but est de définir 
dans un espace vectoriel de dimension infinie des ensembles 
qui aient certaines des propriétés des pyramides et des polyédres 


- convexes dans un espace vectoriel de dimension finie et d’en 


donner des applications à l’Analyse. 

Le début du premier chapitre est consacré à une étude des 
facettes, variétés d’appui et cônes d’appui d’un ensemble 
convexe contenu dans un espace vectoriel topologique et de 
son polaire (la topologie qui sera utilisée le plus souvent est 
la topologie localement convexe la plus fine compatible avec 
la structure d’espace vectoriel, ou topologie fine). La fin de ce 
chapitre contient la définition et les propriétés des ensembles 
incompatibles et irréductibles de formes linéaires continues 
sur un espace vectoriel topologique, ce qui conduit aux notions 
de pseudo-base et base topologique d’un espace vectoriel 


| topologique. 


pee oak | a 


Le deuxiéme chapitre est la théorie des pyramides convexes 
dans un espace vectoriel muni de la topologie fine. Je montre 
que, dans un espace vectoriel de dimension finie on peut 
caractériser les pyramides convexes comme les cônes convexes 
dont le cône d’appui en tout point est fermé. Par définition, 


_ dans un espace vectoriel de dimension infinie, une pyramide 


4 
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convexe sera un cône convexe ayant cette propriété; des 
exemples prouvent qu’une pyramide convexe peut ne pas 
avoir d’arétes ni d’hyperplans d’appui extrême et que son 
polaire peut ne pas étre une pyramide convexe. Dans une 
pyramide convexe tout sous-espace d’appui extrême est 
contenu dans un sous-espace d’appui extréme de dimension 
infinie. Une pyramide propre qui est une pyramide convexe 


telle que le cône d’appui autour de tout sous-espace d’appur 


extrême soit fermé, est l’intersection de ses appuis extrêmes et 
son polaire est l’adhérence faible d’une pyramide convexe. 
Le troisième chapitre traite du cas où E est un espace vecto- 
riel topologique. Une pyramide convexe topologique est 
l’adhérence pour la topologie donnée sur E d’une pyramide 
convexe de E. Les pyramides topologiques les plus intéres- 
santes sont les pyramides topologiques simpliciales qui sont 
l’enveloppe fermée convexe de l’ensemble des vecteurs d’une 


base topologique de E; leur trace sur toute variété de codis 


mension finie est l’enveloppe convexe fermée de l’ensemble 
de ses arêtes. Cette propriété permet de retrouver et de généra- 
liser certains résultats d’ Analyse, en particulier sur les fonctions 
absolument monotones. 

Les nombres entre crochets renvoient à l’index bibliogra- 
phique. 


I. — APPUIS DES CONES CONVEXES 
4. Topologie fine. 


Soit E un espace vectoriel de dimension finie ou infinie 
sur le corps des réels. Parmi toutes les topologies localement 


convexes compatibles avec la structure d’espace vectoriel de E, 


il en existe une plus fine que les autres. Nous l’appellerons 
topologie fine. Cette topologie est séparée. 
Pour cette topologie, un systéme fondamental de voisinages 


de l’origine est constitué des parties convexes, symétriques - 


absorbantes de E. Un ouvert convexe est un ensemble dont la 
trace sur tout sous-espace de dimension finie est un ouvert 
convexe dans ce sous-espace. Les ouverts convexes forment 
une base pour la topologie fine. | 
Un ensemble fermé convexe coupe tout sous-espace de 


tm 
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- dimension finie selon un ensemble fermé convexe de ce sous- 


espace. Inversement, dans le cas où E est de dimension dénom- 


- brable, tout ensemble dont la trace sur toute droite est un 


segment fermé est un ensemble fermé convexe pour la topologie 
fine. 

E, muni de la topologie fine, est la limite inductive locale- 
ment convexe de la famille des sous-espaces de dimension 
finie de E. Si E est la somme des sous-espaces E, de dimension 


- finie, E muni de la topologie fine est somme directe topologique 


des sous-espaces E;. 


Proposition. — Tout sous-espace vectoriel de E est fermé 
dans E muni de la topologie fine. Le dual topologique de E muni 


- de la topologie fine est identique à son dual algébrique E*. 


Remarquons que toutes les topologies sur E* compatibles 
avec la dualité entre E et E* sont identiques à o(E*, E). Nous 


- appellerons topologie algébriquement faible la moins fine des 
- topologies compatibles avec la structure vectorielle de E et 


pour lesquelles toute forme linéaire est continue. 


Proposition. — Tout ensemble de E borné pour une topologie 


localement convexe telle que toute forme linéaire soit continue est 


contenu dans un sous-espace de dimension finie de E. 
Il en résulte qu’une suite de points qui converge pour la 


… topologie fine est contenue dans un sous-espace de dimension 


finie de E. 


DériniTion. — Un ensemble C contenu dans E est pseudo- 


borné si sa trace sur tout sous-espace de dimension finie est 
_ bornée dans ce sous-espace. 


À 


Un ensemble convexe sera pseudo-borné si et seulement si 


- il ne contient pas de demi-droite. 


Si un ensemble convexe est borné pour une topologie locale- 


ment convexe compatible avec la structure d’espace vectoriel 
- de E, alors un tel ensemble est pseudo-borné. 


Remarque. — Si E est un espace affine, on pourra de même 


- définir la topologie fine comme la topologie dont les ouverts 


convexes sont les ensembles convexes dont la trace sur toute 


- droite est un intervalle ouvert. 
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2. Facettes; appuis. ? 

Soit C un ensemble convexe contenu dans l’espace vectoriel | 
E, de dimension finie ou infinie sur le corps des réels. | 

Dérinirion. — La facette 3, de C en un point x de C est: 
la réunion des segments contenus dans E et dont x est point. 
intérieur. La facette d’une variété V dans C est la réunion des 
facettes des points de V n C dans C. 1 

Si E est de dimension finie, C est la facette de l’un de ses 
points si C engendre E tout entier car tout ensemble convexe 
de dimension finie possède un point intérieur. Ceci n’est plus 
vrai dans le cas où E est de dimension infinie. 

Soit E, la variété affine de E engendrée par la facette %,. Si 
on munit E, de la topologie fine, %, est un voisinage de x dans — 
E,; %, est l'intersection de E, et de C. Tout point y qui appar- 
tient à la facette de x aura sa facette contenue dans la facette 
de x. La variété E, est réduite au point x si et seulement si 
x est point extrémal de C. Remarquons que, dans le cas de 
dimension infinie, une réunion de facettes croissantes n’est 
plus une facette. 


DériniTioN. — Une variété d'appui de C est une variété qui, 
avec un point x de C, contient la facette de x dans C. Une 
variété d'appui extrême L de C est une variété d’appui de G 
qui est engendrée par la trace de C sur L. 

Dans le cas de dimension infinie, une variété d’appui extrême 
peut ne pas être engendrée par la facette d’un de ses points. 

La trace L’ d’une variété d’appui L de C sur un sous-espace 
E’ de E est une variété d’appui de la trace C’ de C; si L est une 
variété d’appui extréme de C, alors L’ est une variété d’appui 
extrême de C’. Inversement, si L’ est une variété d’appui de C’, 
c’est la trace sur E’ d’une variété d’appui L de C qui est 
engendrée par L’ et les facettes des points de C’ n L’ dans C; 
si L’ est une variété d’appui extréme de C’, alors L est une’ 
variété d’appui extréme de C. 

Soit C” la projection de C sur une variété E” de E, paralléle- 
ment à une variété d’appui M’ de C; la projection de toute 
variété d’appui de C parallèlement à M’ est une variété d’appui 
de C? (qui peut être E” entier); inversement toute variété 
d'appui M” de C’ est la trace sur E” de la variété d'appui Mde 
C somme directe de M’ et de M”. Si M’ (resp. M’) est une 
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ne, : À a Neca, 
variété d'appui extrême de C (resp C”), alors M est aussi variété 


? 2 A , , 
d'appui extrême de C’. Nous avons démontré : 


Proposition. — Si C’ est une trace de C, C” une projection 
de C parallèlement à une variété d'appui M' de C, toute variété 
d'appui de C’ et de C” est trace d’une variété d'appui de C. Si 


… M' est une variété d'appui extréme de C, toute variété d'appui 
extrême de C’ et de C” est trace d’une variété d'appui extrême de C. 


Proposition. — La condition nécessaire et suffisante pour 
qu'un hyperplan d'appui H d’un cône convexe C soit un hyper- 
plan d'appui extrême de C est que, pour tout sous-espace E, de 
dimension finie de E, il existe un sous-espace E, contenant E, 
et de dimension finie tel que la trace H, de H sur E, soit un hyper- 


- plan d'appui extrême de la trace C, de C sur E.. 


CRE 


DÉMONSTRATION. — Si H est un hyperplan d’appui extrême 
de C, il existe une base de H formée de vecteurs portés par C; 
soit E; un sous-espace de dimension finie, E; un sous-espace 


_de dimension finie engendré par les vecteurs de cette base et 


contenant E;. Si E, est le sous-espace engendré par E; et par 
un vecteur situé hors de H, la trace de H sur E; est un hyper- 


- plan d’appui extrême de C;. Si E; n’est pas contenu dans H, 
_ on se ramène à ce cas en prenant la trace de E,; sur H. Récipro- 
- quement, si H a la propriété énoncée et si H n C n’engendre pas 


4 


H, soit H” le supplémentaire dans H du sous-espace engendré 
par H n C; soit E; un sous-espace de dimension finie dans H”; 


… il existe E, contenant E, tel que la trace C; engendre H, et il 
+ y a contradiction. | 


Dérinition. — Le cône d'appui d’un ensemble convexe C en 


- un point x de C est la réunion des demi-droites [x, y —), issues 


© 


+ de x et passant par un point y de C différent de x. Le cône 


d'appui de C autour d’une variété V est la réunion des demi- 


… variétés [V, y +), limitées par V et engendrées par V et un 


4 


eee NN EE 
’ à 


- point y de C non situé dans V. 


Le cône d’appui en x est identique à l’enveloppe convexe 
de la réunion de C et de la variété E, engendrée par la facette 
de x dans C; c’est le cône d’appui de C autour de E,. La variété 
engendrée par la facette de x dans le cône d’appui de C en x 


- est identique à E.. 
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Le cône d’appui de C autour de la variété V est l’enveloppe 


convexe de la réunion de C et de V; c’est aussi la somme 


directe de C et de V. La projection de C sur une variété V’ 
parallèlement à V est la trace sur V’ du cône d’appui de C 
autour de V. 


Si E est muni d’une topologie compatible avec la structure 


d’espace vectoriel et si E est de dimension infinie, la variété 
engendrée par la facette d’un point x de C, où C est un ensemble 
convexe fermé, peut ne pas être fermée pour la topologie 
considérée. Quelle que soit la dimension de E, le cône d’appui 
de C en x n’est en général pas fermé. L’adhérence de ce cône 
est le contingent de C en x [4], qui peut être en tout point 
différent du cône d’appui. On ne change pas le cône d’apput 
en un point x d’un ensemble convexe C en remplaçant C par sa 
trace sur un voisinage de x dans E. Si le cône d’appui de C 
autour d’une variété V est fermé, l’image de C dans l’espace 
quotient de E par V est fermée; s’il existe un sous-espace 
supplémentaire topologique de V, alors la projection de C sur 
ce sous-espace parallèlement à V est fermée. 

Proposition. Un ensemble fermé convexe C est l'intersection 
des cônes d’apput de ses différents points dans un espace vectoriel 
topologique. 


Démonstration. — Si y appartient à tous les cônes d’appui 
de C en ses différents points et si z est un point de C, la trace 


de C sur la demi-droite [z, y >) est un segment fermé; soit 2 


une de ses extrémités; le cône d’appui de C en x contient la 


demi-droite [x, y —) donc y appartient au segment [x, 7]. 


et par suite à C. 


Proposition. — La condition nécessaire et suffisante pour 


qu’une variété V soit variété d'appui d’un ensemble convexe C. 


est que la variété V soit facette d’un point de V dans le cône d'appui 


de C autour de V. 


Supposons désormais que C est un cône convexe de sommet 


O dans l’espace vectoriel E et que C engendre E. La facette 
d’un point x de C contient la facette de O dans C, qui sera 
appelée sommet généralisé. Toute variété d’appui qui rencontre 
C est un sous-espace vectoriel qui contient le sommet généra- 
lisé. Une aréte de C est la trace de C sur une droite d’appui 
extréme de C; une face de C est la trace de C sur un hyperplan 


— 
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d’appui extréme de C; elle peut n’étre engendrée par la facette 
d’aucun de ses points dans le cas de dimension infinie. 

L’ensemble des sous-espace d’appui de C est un ensemble 
inductif pour la relation d’inclusion. E est un élément maximal 
de cet ensemble. Il n’y a pas toujours un hyperplan d’appui: 
par exemple, soient E un espace vectoriel 4 base dénombrable, 
C le cône des points x de E dont la dernière coordonnée non 
nulle est positive; C est un cône convexe dont O est point 
extrémal; les sous-espaces d’appui sont les sous-espaces tels 
que x; = 0 pourz > p; tous ces sous-espaces sont de dimension 
finie; il n’y a pas de sous-espace d’appui de dimension infinie; 
C est partout dense dans E muni de la topologie fine; toute 
projection plane est fermée et identique à un plan. 

L’ensemble des sous-espaces d’appui de C qui ne passent pas 
par une droite D donnée est aussi un ensemble inductif pour la 
relation d’inclusion. Un élément maximal de cet ensemble, 
V’, est un hyperplan d’appui si pour tout plan passant par D, 
la trace C’ du cône d’appui de C autour de V’ n’est pas un demi- 
plan limité par D; en effet, si V’ n’était pas un hyperplan 
dans ce cas, le sous-espace engendré par la facette, dans le 
cône d’appui de C autour de V’, d’une droite d’appui de C’ 
autre que D (ou le sous-espace engendré par V’ et D’ si D’ 
n’appartient pas 4 C’) serait un sous-espace d’appui de C 
passant par V’ et ne contenant pas D. 


Proposition. — Soit C un cône convexe dans E et V un sous- 
espace d'appui de C. Si V ne contient pas une droite donnée D, 
il existe un hyperplan d'appui de C passant par V et ne contenant 
pas D sauf s’il existe une projection plane de C sur un plan 
orthogonal à V qui soit un demi-plan limité par D. 


Proposition. — Si le cône d'appui C' de C autour de V est 
 facette d'un de ses points, C possède un hyperplan d'appui 
passant par V. 


DémonstrRATION. — Soit D une demi-droite dont la facette 
dans C’ est C’; la trace C” de C’ sur un sous-espace passant par 
D supplémentaire à V est un cône convexe dont O est point 
extrémal et qui est la facette de D. Aucune projection plane 
de C” n’est un demi-plan limité par D et il existe un hyperplan 
d'appui de C passant par V d’après la proposition précédente. 
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CorozLaire 1. — Si C est facette d’un de ses points, C possède 
un hyperplan d'appui. En particulier, tout cône convexe de 
dimension finie possède un hyperplan d’apput. 


DÉMONSTRATION. — On se ramène au cas précédent en 
prenant pour V le sommet généralisé de C. Si E est un espace 
vectoriel topologique, et si C est un cône convexe engendré 
par un ouvert de E qui ne contient pas O, l’intérieur de C est 
identique à son intérieur pour la topologie fine ([2], ex. 3f p. 67); 
il existe un hyperplan d’appui d’après le corollaire et cet 
hyperplan est tel que l’intérieur de C soit entièrement contenu 
dans un des demi-espaces qu’il détermine, donc c’est un 
hyperplan fermé. 

On retrouve ainsi le théorème de Hahn-Banach. 


CoroLLaIRE 2. — Si C possède un sous-espace d'appui de 
codimension finie V, il possède un hyperplan d'appui. 


DÉMONSTRATION. — Une projection de C parallèlement 
à V est un cône convexe C’ de dimension finie; soit V’ un hyper- 
plan d’appui de C’. L’hyperplan V + V’ est un hyperplan 
d’appui de C. 


CoRoOLLAIRE 3. — Si C est facette d’un de ses points et si 
l’adhérence de toute projection plane de C est un angle saillant, 


tout sous-espace d'appui V est l’intersection # des hyperplans 


d'appui qui le contiennent. 


DÉMONSTRATION. — Soit D une droite qui appartient à # 


et non à V. Alors il existe un sous-espace d’appui maximal V’ 


qui contient V et non D. Si V’ n’est pas un hyperplan, soit C’ 


la trace sur un plan passant par D du céne d’appui de C autour 


de V’; c’est un angle saillant qui possède une droite d’appui 


extrême D’ différente de D; le sous-espace engendré par V’ et . 


D’ (ou la facette de D’ dans C’ si D’ appartient à C’) est un 
sous-espace d’appui extrême de C qui contient V’ et non D et 
V'est hyperplan d’appui de C, donc De &. 


_ REMARQUE. — Il existe des cônes convexes n’ayant qu’un 
seul hyperplan d’appui : un demi-espace ouvert auquel on ajoute 
l'origine est un cône convexe dont O est point extrémal et 
qui a pour seul hyperplan d’appui l’hyperplan qui le limite. 
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Si E est un espace vectoriel ayant une base dénombrable, 
l’ensemble des points dont la première coordonnée non nulle 
est positive est un cône convexe de sommet O dont le seul 
hyperplan d’appui est un hyperplan d’appui extréme; tout 
sous-espace d’appui extréme est de dimension infinie. 

L’ensemble des sous-espaces d’appui extréme d’un cone 
convexe C est un ensemble inductif pour la relation d’inclusion 
car le sous-espace engendré par la réunion d’une famille 
croissante de sous-espaces d’appui extrême est un sous-espace 
d’appui extréme. L’ensemble des sous-espaces d’appui extréme 
ne contenant pas une droite donnée D est aussi un ensemble 
inductif pour cette relation, donc il existe un sous-espace 
d’appui extrême maximal ne contenant pas D, mais la dimension 
de ce sous-espace est quelconque. 


Proposition. — Soit C un cône convexe, L un sous-espace 


_ @appui extrême ne contenant pas une droite donnée D; pour que 


L soit contenu dans un hyperplan d'appui extrême ne contenant 


pas D, il faut et il suffit qu’il existe une projection plane de C 


sur un plan contenant D qui admette une demi-droite d'appui 
extréme autre que D. 


DémonstraATIon. — Soit L’ le sous-espace d’appui extrême 


* maximal de C qui contient L et non D; si L’ n’est pas un hyper- 


plan, la trace du cône d’appui de C autour de L’ sur tout plan 
passant par D n’admet pas de droite d’appui extrême autre 
que D, ce qui est contraire à l'hypothèse. 


Proposition. — Si C est facette d’un de ses points, est fermé 
pour la topologie fine et si toute projection plane de C est un angle 


… saillant fermé, C est l'intersection des demi-espaces qui le con- 


e. 
A 


tiennent et qui sont limités par un hyperplan d'appui extrême. 
Tout sous-espace d'appui extrême est l’intersection des hyperplans 


… d'appui extrême qui le contiennent. 


* 


DÉMonsTRATION. — Soit L un sous-espace d’appui extrême 


* de C, D une demi-droite intérieure à C; si un sous-espace d’appui 


» extrême maximal L’ qui contient L et non D n’est pas un 


> hyperplan, toute projection plane de la projection C’ de C 


. parallèlement à L’ sur un sous-espace passant par D est un 


PP EE TES 


angle saillant fermé qui possède une droite d'appui extrême 


17 


258 ANDREE BASTIANI 


D’ D projection d’une génératrice A de C’; le sous-espace 
engendré par la facette de A dans C est un sous-espace d’appui 
extrême de C qui contient L’ et non D. Il en résulte que tout 
sous-espace d’appui extrême est contenu dans un hyperplan 
d'appui extrême et est l'intersection des hyperplans d'appui 
extrême qui le contiennent même si C n’est pas fermé. Soit 4 
l'intersection de tous les demi-espaces limités par un hyperplan 
d'appui extrême de C et contenant C, et D, une droite qui 
appartient à 46 et non a C, M la droite d’appui extrême de la 
trace de C sur le plan passant par D, et D, et qui sépare D, et D; 
par la facette de M dans Cil passe un hyperplan d'appui extrême 
de C qui ne contient pas D et tel que le demi-espace qui contient, 
C ne contienne pas D. 

Supposons désormais E muni d’une topologie d’espace 
localement convexe compatible avec la structure vectorielle. 


Proposition. — Soit C un cône convexe dans E qui ne coupe 
aucun plan selon un demi-plan. Si le cône d'appui de C autour 
de toute droite est fermé, C est fermé. 


DÉéÉmonsTRATION. — Soit d une demi-droite qui n'appartient 
pas à C mais qui est adhérente à C. Soient D la droite qui 
contient d, et E, le sous-espace engendré par la facette de D 
dans le cône d’appui de C autour de D; par hypothèse le cône 
d’appui de C autour de D est fermé; si D, est une droite d'appui” 
de la trace de C sur un plan E, contenu dans E, et passant 
par D, le demi-plan ouvert limité par D, et contenant d ne 
contient aucun point de C, ce qui est impossible. Si E, se réduit 
à la droite D, il existe un plan passant par D et qui ne rencontre 
pas C; si D, est une droite de ce plan, le céne d’appui de C 
autour de D, n’est pas fermé. | 


DÉFINITION. — Un sous-espace d’appui L d’un cône convexe 
C appelé un sous-espace d’appui strict si la trace de C sur Lest le 
sommet généralisé de C. | 


Proposition. — Soit C un cône convexe fermé dans E dont O 
est point extrémal; le cône d'appui de C autour de tout sous-espace 
d'appui strict M de dimension finie est fermé. 


DÉMONSTRATION. — Soit D une demi-droite adhérente au 
cône d’appui mais qui ne lui appartient pas; pour tout voisi- 


FES 
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-nage symétrique V de O, une variété N du sous-espace M’ 


engendré par D et M, parallèle à M et rencontrant D coupe 


- V + C; soit Cy = (C —_ V) nN; Cy est un ensemble fermé dans 


N qui, pour V assez petit, ne rencontre pas M; lorsque V varie, 
dans l’espace complet N de dimension finie l’intersection des 


-ensembles fermés bornés Cy est non vide; comme 


C+ VcC + 2V, cette intersection appartient à C, donc il 
existe un point y dans CnN et le cône d’appui considéré 


contient le sous-espace passant par y et M. 


Dans le cas où E est de dimension finie, cette proposition 
résulte de la compacité dans l’ensemble des demi-droites. 


Remargque. — Même dans le cas de dimension finie, un cône 
convexe dont le cône d’appui autour de toute droite est fermé 


- peut ne pas être fermé; ainsi un demi-plan dans R° dont on a 


été ‘une des demi-droites d’appui extrême n’est pas fermé. 
Si O est point extrémal d’un cône convexe C et si C possède 


- un hyperplan d’appui strict H, la trace de C sur un hyperplan 
affine parallèle à H est un ensemble convexe pseudo-borné. 


S'il n’existe pas d’hyperplan d’appui strict de C, aucune 
section de C par un hyperplan n’est pseudo-bornée. 


3. Famille de formes: 


Degrinition. — Un appui d’un cône convexe C de sommet O 


- dans un espace vectoriel topologique localement convexe E est 
un demi-espace limité par un hyperplan d’appui fermé de C et 
» qui contient C. Toute forme linéaire continue qui s’annule 


sur un hyperplan d’appui est une forme d'appui. On définit 


de même appui extrême, forme d'appui extrême, appui strict 


forme d'appui strict. | 
Soit H un hyperplan d’appui de C; cet hyperplan est l’en- 
semble des points x de E tels que (h, x) = 0. L’appui correspon- 


- dant de C sera l’ensemble des points x de E tels que (h, x) >0 
si, pour tout ce C, on a (h, c) > 0. 


L'ensemble de toutes les formes linéaires continues qui sont 


positives ou nulles (resp. nulles) pour tout point de C est le 
» polaire de C (rep. orthogonal de C) noté C° (resp. C+); C’ est 
“un cône convexe dans le dual topologique de E, fermé pour la 
» topologie o (E’, E). Si E est muni de la topologie fine, C° est 


“un cône convexe dans le dual algébrique E* de E; C+ est le 
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sommet généralisé de C®. Si l'est un ensemble quelconque de E; 
son polaire est le polaire du cône convexe de sommet O qu’il 
engendre. Si l’espace vectoriel topologique qui contient P est 
le dual topologique E’ d’un espace vectoriel topologique 
et que la topologie considérée sur E’ n’est pas compatible 
avec la dualité entre E et E’ (si elle est plus fine que la topo- 
logie de Mackey + (E’, E) [3]), nous appellerons polaire de r 
dans E (resp. orthogonal de l dans E), la trace sur E du polaire 
(resp. orthogonal) de [' dans le dual topologique E” de E’ muni 
de la topologie donnée; ce cas se présentera si E et E* sont 
munis de la topologie fine. 

Le polaire de [° contient l’enveloppe convexe de [' et de 
l’ensemble réduit à 0. Si [ est un ensemble contenu dans 
l’espace vectoriel topologique E dont le dual topologique est 
E’, [" est l'enveloppe fermée convexe de [ et de{O} pour la 
topologie o(E, E’). 114 


Proposition. — Soit C un cône convexe qui engendre l’espace 
vectoriel E muni de la topologie fine, C° son polaire. La facettes 
dans C° d’une forme f qui s’annule sur un hyperplan F est la 
trace sur C, de l’orthogonal de la trace C’ de C sur F. 


DÉMONSTRATION. — Soit h une forme d’appui de C qui 
s’annule sur C’ et H l’hyperplan sur lequel s’annule h; l’inter- 
section G de H et de F est un sous-espace d’appui de codimen- 
sion 2 de C qui contient C’. Le cône d’appui G’ de C autour de 
G est un cône dont O est point extrémal et qui admet pour 
hyperplans d’appui F et H; il s’ensuit que G’ est contenu’ 
strictement dans un demi-espace et qu’il possède un hyper- 
plan d’appui H’ différent de H et de F. Si h’ est une forme qui 
s’annule sur F’, on a h’ = Af + (1 —A)h avec O<A< det 
h’ appartient à la facette de f dans C. Inversement toute 
forme h qui appartient à cette facette est telle qu’il existe” 
une forme h’ telle que f= Ah + (1 —A)h’ et si x appartient! 
à C’, on devra avoir (h, x) = (h', x) = 0. 1 


Corotrarrg 1. — Si f est une forme d'appui extrême de 
C, [O, f +) est une aréte de C°. | 

En effet C’ engendre F et toute forme d’appui de C, qui. 
s’annule sur C’ est proportionnelle à f, done la facette de f* 
dans C° est [0, f —) qui est une aréte de C’. 
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CorozLatRE 2. — Pour que C possède un hyperplan d'appui 


_ strict, il faut que C° soit facette d’un de ses points. Si C9 est 
 facette d'un de ses points et si C est Vintersection de ses appuis, 


alors C possède un appui strict. 
En effet, si f est une forme d’appui strict de C, alors C’ 
engendre le sommet généralisé S de C et tout hyperplan d’ap- 


- pui de C contient S. Si C est l'intersection de ses appuis, le som- 


met généralisé S est l'intersection de tous les hyperplans 
d'appui et une forme f dont C° est la facette est une forme 
d’appui strict. 

En particulier, tout cône convexe fermé saillant dans un 


espace de dimension finie possède un hyperplan d’appui 


strict. 
Remarquons qu’une arête de C° peut ne pas être engendrée 
par une forme d’appui extrême de C dans le cas où il n’y a 


. pas d’hyperplan d’appui extrême qui passe par C’. 


Dérinirion. — Deux ensembles du dual topologique E’ 


- d’un espace vectoriel topologique E sont équivalents (resp. 


équivalents pour les inégalités) si leurs orthogonaux dans E (resp. 
polaires dans E) coïncident. 


Dérinition. — Un ensemble ( de formes linéaires continues 


| w; définies sur un espace vectoriel topologique E est incompa- 
_ tible si (w;, x) — 0 pour tout w, e Q entraîne x = 0. L’ensemble Q 


a Ve a ot LR RON TT ES 744974" 


est urréductible (resp. irréductible pour les inégalités) si pour 
tout w, e Q il existe ze E tel que (w;, x) = 0 pour tout w, £ w,, 
(w;, x) Æ 0 (resp. (w,, x) >0 pour tout w;,Æ w;, (w;, +) < 0). 
Ainsi, si E est un espace vectoriel topologique, E’ son dual 
topologique, un ensemble Q de EK’ est incompatible s’il est 
total pour la topologie c (E’, E), il est irréductible s’il est topologi- 
quement libre pour la topologie s (E’, E). Cette notion dépend 
seulement de la dualité entre E et E’. En particulier E est le 


- dual topologique de E’ muni de la topologie s (E’, E); un 
» ensemble incompatible de E sera un ensemble total dans E pour 
» la topologie os (E, E’) et par suite un ensemble total dans E 
pour n'importe quelle topologie compatible avec la dualité 
> entre E et E’. Un ensemble irréductible dans E sera un ensemble 
* iopologiquement libre dans E muni d’une topologie comprise 
entre co (E, E’) et 7 (E, E’). | 

+ Si E’ est muni d’une topologie G plus fine que la topologie 


% 
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r (E’, E), tout ensemble total pour G est incompatible, mais 
un ensemble incompatible peut ne pas être total pour ©; par! 
exemple dans un espace préhilbertien une famille orthonor- 
male (¢;); ex telle que (x|e;) = 0 pour tout ie I entraîne x = 0 
n’est pas forcément totale. Tout ensemble irréductible est 
topologiquement libre pour 6 mais un ensemble topologique- 
ment libre pour 6 peut ne pas être irréductible. 

Si un ensemble irréductible est maximal, il est incompatible. 
On ne peut pas toujours extraire d’un ensemble incompatible 
un ensemble irréductible et incompatible équivalent : si E est 
un espace vectoriel muni de la topologie fine, et si (@);e1 est 
une base algébrique de E, l’ensemble des formes linéaires @; 
telles que: 


(@j, e&) = dy, Ay = Yj, Ur Æ Yer si k Al 


est un ensemble incompatible et tout sous-ensemble infini est 
incompatible mais non irréductible (les A; sont les termes 
d’un tableau de Van-der-Monde et toute matrice extraite de ce 
tableau a un déterminant nul). 4 

Soit Q un ensemble incompatible et irréductible du dual 
topologique E’ d’un espace vectoriel topologique E; supposons 
qu'il existe x et ye E tels que: 


(w;,, 2) = (w;, y) =O pour tout w,eQ, wo, £w; 
(@j, x) = Aw, y) 4 0 5 
alors (w;, æ-Ay) = (w;, x-Ày) = 0 et x = hy 


Par suite à tout ensemble incompatible et irréductible Q on 
peut associer d’une manière unique l’ensemble des vecteurs 
(je de E tels que: 


(a, e)=1, <w, e)=0 pour 1Æ]J, w, w;eQ 


l’ensemble des vecteurs (ee est la pseudo-base topologique 
associée à (2. | 


Exemples de pseudo-bases topologiques: Si E est un espace 
vectoriel muni de la topologie fine, toute base algébrique est 
une pseudo-base topologique; une pseudo-base topologique de 
E qui n’est pas une base algébrique sera appelée plus briève- 
ment pseudo-base. Dans un espace de Hilbert toute base 
orthonormale est une pseudo-base topologique. Si E est 
l’espace L'(N) des suites absolument sommable, l’ensemble 


ue = 


P 
“4 


solde ee Tl ere 
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des suites dont tous les termes sont nuls sauf un qui vaut 
1 est une pseudo-base topologique pour la topologie définie par 
la norme ||x||—= > |2;| par exemple. 

i EI 


Une pseudo-base topologique est un ensemble topologique- 
ment libre dans l’espace vectoriel topologique E, mais à tout 
ensemble topologiquement libre on ne peut pas associer un 
ensemble incompatible et irréductible. Une pseudo-base topo- 
logique peut ne pas être totale: soit (e;);er une base algébrique 
d’un espace vectoriel E, (w;):er l’ensemble incompatible et 
irréductible correspondant, E, l’espace vectoriel somme de 
E et de Re, muni de la topologie fine; l’ensemble des formes 
linéaires w; dont la restriction à E est w, et qui prennent la 
valeur 1 en e est un ensemble incompatible et irréductible 
dans le dual algébrique de E; la pseudo-base topologique associée 
dans E, est l’ensemble (e;),;<x qui n’est pas total dans E,. Remar- 
quons que, dans cet ensemble, le polaire de l’ensemble (w;),à 
dans E, a pour hyperplan d’appui l’hyperplan E; soit w, une 
forme qui s’annule sur E; l’ensemble (w, (w;);er) est équivalent 
pour les inégalités à l’ensemble irréductible et incompatible 
(w;);er, sans être lui-même irréductible. 

Soit E un espace vectoriel topologique, (e;);er une pseudo- 
base topologique associée à l’ensemble incompatible et irréduc- 
tible («;);a de E’. Si on munit E de n’importe quelle topologie 
qui rende continues les formes w,, même si E’ n’est plus le 
dual topologique de E l’ensemble (e;);ex reste une pseudo-base 
topologique. La moins fine des topologies pour lesquelles 
(e;):ex est une pseudo-base topologique de E est la Q-topologie, 
c’est-à-dire la topologie dont un système fondamental de 
voisinages de l’origine sera constitué des ensembles Vj, où 
V; est l’ensemble des points y de E tels que: 


ko, pl|<e pour tout ze J, J fini dans I. 


L’ensemble («;);ex étant total dans E’ muni de la topologie 
o(E’, E), cette Q-topologie est séparée (car c’est la (-topologie 
sur E = £(E’, R) voir [3]). 


Proposition. — Si E est muni de la Q-topologie, la pseudo- 
base topologique associée à Q est totale et tout point est somme de 
la famille sommable ((w;, x)e;);ex- 
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DémonstRATION. — Soit x, = (w;, x). Un point x est entiére- 
ment déterminé par la donnée de la famille (2;);ex de ses” 
coordonnées. Un voisinage V, de x contient toutes les combi- 
naisons linéaires Ÿ xe, où J’ est un ensemble fini d’indices 


ied 
contenant J, donc la famille (x;e;),er a pour somme x. Il s’ensuit 
que l’ensemble (ea est total dans E muni de la Q-topologie. 
Cette proposition ne reste plus vraie si l’on remplace la Q-topo- 
logie par une topologie plus fine. 


Remarques. — 1) Soit E un espace vectoriel topologique, 
E’ son dual topologique, (e;);e une pseudo-base topologique 
de E totale dans E; alors l’ensemble (w;);e est la pseudo-base 
topologique associée à l’ensemble incompatible et irréductible 
(ee de E et c’est une pseudo-base topologique totale pour 
toute topologie sur E’ compatible avec la dualité entre E et E’; 
ainsi dans le dual algébrique E* d’un espace vectoriel E, il existe 
toujours des pseudo-bases topologiques totales pour s (E*, E). 

2) L’existence d’une pseudo-base topologique dans un espace 
vectoriel topologique est conditionnée par l’existence d’un 
ensemble total et topologiquement libre dans son dual topolo- 
gique. 

3) Soient E un espace vectoriel topologique ayant une 
pseudo-base topologique (e;);e, E’ son dual topologique. E est 
un sous-espace vectoriel de R®’. L’application + qui a un point 
x de E fait correspondre le point de R®™ (ou de R*) de coordon- 
nées (te est une application biunivoque de E sur un sous- 
espace vectoriel F de R'c R™. Si on munit R™ de la Q-topo- 
logie (où Q = (w,);e1, ensemble irréductible et incompatible 
auquel est associée (e;);er), R' est muni de la topologie produit 
et F sera un sous-espace vectoriel topologique de R! (qui contient 
le sous-espace R® des points n’ayant qu’un nombre fini de 
coordonnées différentes de 0 si la pseudo-base topologique est 
totale; l’application ¢ sera un isomorphisme de E sur F. Comme 
deux pseudo-bases topologiques ne sont pas toujours équipo- 
tentes, la donnée de E ne détermine pas complètement F. Un 
espace vectoriel topologique possède une pseudo-base topolo- 
gique s’il existe un espace R! tel que E soit isomorphe à un 
sous-espace vectoriel de R', muni de la topologie induite par 
la topologie produit ou une topologie plus fine sur R!, le sous- 
espace R® étant partout dense dans F pour la topologie 
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induite si l’on veut que la pseudo-base topologique soit totale 
dans E; on pourra prendre un sous-espace vectoriel F partout 


- dense dans R! pour la topologie considérée. Si F est supposé 


fermé dans R' pour la topologie produit l’espace E qui lui 
correspond est un espace de type minimal ([3], ex. 13, p. 61), 


c’est-à-dire que sa topologie est la moins fine des topologies 


localement convexes compatibles avec sa structure d’espace 
vectoriel. Ainsi tout espace vectoriel topologique E sur lequel 
ul existe une topologie minimale possède une pseudo-base topolo- 


- gique totale. 


Proposition. — Soit E un espace vectoriel topologique, 
(hier un ensemble total et topologiquement libre, (w,);a la 


- pseudo-base topologique associée dans le dual topologique E’ de 


E; alors (e;);ex est une pseudo-base topologique totale si et seule- 


> meñt si la Q-topologie est séparée; par contre (e;);er est une 


_ pseudo-base topologique totale dans le dual topologique E, de 


l’espace vectoriel KE’ muni de la (e;); er-topologie. 


DEMONSTRATION. — Si (e;);er est une pseudo-base topolo- 
gique, (w;);er est un ensemble total dans E’ muni de la topo- 
logie c (E’, E) et la Q-topologie est séparée. La même démons-. 


tration que précédemment montre que si (é;);er est un ensemble 


total et topologiquement libre de E, tout point x de E est 
somme de la famille sommable ({w;, x)e;) pour la Q-topologie; 


- dire que E muni de cette topologie est un espace de Hausdorff 
» signifie que x; — 0 pour tout tel entraîne «= Ÿ 0e, — 0, 


iel 


done l’ensemble (w;);,er est incompatible et (e;);er est une 
- pseudo-base topologique. Si on munit E’ de la (e,);er-topologie 


qui est séparée puisque (&er est total dans E, alors (w;);er 
devient une pseudo-base topologique totale d’après la proposi- 


» tion précédente, done un ensemble incompatible pour le dual 
- topologique E, de E; il en résulte que (e);er est une pseudo- 
- base topologique dans E, qui est partout dense dans E. 


Dans le cas où (¢;); ex est une base algébrique de E muni de la 


- topologie fine, la (e);er-topologie est identique à la topologie 
_o(E*, E). Mais E, peut différer de E; en particulier, soit E un 
- espace vectoriel topologique, (e;);er une pseudo-base topologique 
+ totale de E, F un espace vectoriel topologique quelconque, 
_ E, l’espace somme directe de E et de F, p la projection cano- 


<5 Li 
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nique de E, sur E; munissons E, de la topologie image réci- 
proque de la topologie de E par p; soit (ei);e1 une famille de 
vecteurs de E, telle que e; se projette sur &; l’ensemble des 
vecteurs e; est total et topologiquement libre dans E,, mais 
tout point de F a toutes ses coordonnées nulles par rapport à 
ces vecteurs, donc (e;); ex n’est pas une pseudo-base topologique 
de E,. Ici, E, n’est pas un espace de Hausdorff. 


Dérinition. — Soit E un espace vectoriel topologique, 
E’ son dual topologique. Une base topologique (e:);e1 de E est 
un ensemble topologiquement libre tel que tout point x de E 
soit somme d’une famille sommable (&e;);ex pour la topologie 


o(E, E’). 


Proposition. — Une base topologique est une pseudo-base 
topologique (e;); ex telle que la famille (x;e;);ex soit sommable pour 


la topologie o(E, E’). 


DÉMONSTRATION. — L’ensemble (e;);ex est un ensemble 
total et topologiquement libre, donc un ensemble incompatible 
et irréductible; soit («,);e la pseudo-base topologique associée 
dans E’. Comme w; est une forme continue de E, ({w;, x) est la 
limite des valeurs (% 2 a) suivant le filtre des sections 

Je | 


de l’ensemble des parties finies J de I, et (w,, 2) — E, =a 
pour tout 1e I. Si pour un ze EF, on avait a, = 0 pour tout 
tel, E étant séparé, x = 0 donc l’ensemble irréductible (w;),er 
est un ensemble incompatible et (e);a est la pseudo-base 
topologique associée. 


Exemples de bases topologiques: Toute pseudo-base topolo- 
gique dans un espace vectoriel muni de la Q-topologie; toute 
base algébrique dans un espace vectoriel muni de la topologie 
fine; toute base orthonormale dans un espace de Hilbert; la 


pseudo-base topologique considérée dans L'(N). | 


Proposition. — Si un espace vectoriel topologique possède. 


une base topologique, il en est de même pour tout sous-espace 
vectoriel de codimension finie. | 


DÉMONSTRATION. — Faisons un raisonnement par récur- 
rence. Soit (¢;);er une base topologique de E, H, un sous-espace 
vectoriel de E de codimension n; supposons que tout sous-espace 


— 
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vectoriel de codimension n— 1 possède une pseudo-base topo- 
logique. Soit H,_, un tel sous-espace qui contient H,, (€:)ier 
une base topologique de H,_,, e, un vecteur de cette base non 
situé dans H,. Le plan passant par e/ et e; coupe H, selon un 
vecteur e; l’ensemble (e);er_;,; est un ensemble topologique- 
ment libre. Un système fondamental de voisinages V,_, d’un 
point x dans H,_, est obtenu en prenant le produit d’un voisi- 
nage V, de x dans H, et d’un voisinage de 0 dans Re}; un tel 
Voisinage contient au moins une combinaison linéaire des 
vecteurs e; qui peut s'exprimer comme une combinaison 


"ott 


linéaire x,e, + > ze}. Tout voisinage de x dans H, contient 
jes 


la trace d’un voisinage V,_, donc contient la combi- 
! Hiuadanng, WG MO. are ae 

naison linéaire Zxe; considérée ci-dessus. Ainsi la famille 
not Us Le 

(xie;) est sommable et (é);er_n est une base topologique 


pour H,. 


Proposition. — Si E est un espace vectoriel topologique 
métrisable pour la topologie o(E, E’), toutes les bases topolo- 
giques ont même puissance. 


DEMONSTRATION. — Soient (é;);er et (e;);es deux bases topo- 
logiques, (he et (w;);es les ensembles incompatibles et 
irréductibles correspondants. L'ensemble A, des formes w; 
qui ne s’annulent pas sur le vecteur e; est un ensemble dénom- 
brable car la famille ({w;, e)e;) étant sommable dans l’espace 
métrisable E, chaque point a au plus une infinité dénombrable 
de coordonnées non nulles. Pour toute forme w; il existe un vec- 
teur e; tel que (w;, e;) 0 puisque l’ensemble (e;);< est total. 
Ainsi l’ensemble (w;);e; est la réunion des ensembles A,, dénom- 
brables lorsque i parcourt I; par suite la puissance de (w;);es 
est inférieure à la puissance de (e;)er et, en faisant le raison- 
nement inverse on prouve que les deux bases sont équi- 
potentes. 

Remarquons que si E est métrisable pour 5(E, E’), alors 
o(E, E’) et <(E, E’) sont identiques (voir [3]). Ce théorème reste 
vrai si E est métrisable pour une topologie © et que les bases 
considérées sont telles que la famille (xe;) soit sommable 
pour cette topologie; c’est ce qui se produit dans le cas d’une 
base orthonormale d’un espace hilbertien. | 
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II. — POLYEDRES ET PYRAMIDES CONVEXES 


4. Polyédres et pyramides convexes dans les espaces vectoriels 
de dimension finie. 
Soit R" l’espace vectoriel à n dimensions. 


Dérinirion. — Une pyramide convexe h(S) de sommet 0 
est l'enveloppe convexe d’un ensemble fini S de demi-droites 
[0, z—). Si le sous-espace vectoriel engendré par S est R*, 5 
est non dégénéré. 

Si S est non dégénéré, un hyperplan d’appui extrême de 
h(S) contient (n — 1) droites linéairement indépendantes de 
S : soit S’ l’ensemble des formes d’appui extrêmes : S’ est la 
réunion d’un ensemble fini de demi-droites. pe 

Si S est dégénéré, un hyperplan d’appui extrême impropre 
est un hyperplan d’appui dont la trace sur le sous-espace 
engendré par S est une hyperplan d’appui extréme de S. 
Rappelons les résultats suivants : 

Une pyramide convexe est l'intersection de ses appuis 
extrêmes (propres et impropres) : le polaire de 5 est l’enveloppe 
convexe de S’. Il en résulte que le polaire d’une pyramide 
convexe est une pyramide convexe même si S est dégénéré 
et que pour qu'un ensemble fermé soit une pyramide convexe 
il faut et il suffit qu’il soit l'intersection d’un ensemble fini de 
demi-espaces. 

Les faces d’une pyramide convexe sont des pyramides 
convexes; toute facette de dimension k est face d’une facette 
de dimension k + 1. Si d est la dimension de la facette de O 
dans 5, pour tout / compris entre det p—1 où pest la dimen- 
sion du sous-espace engendré par S, il existe au moins une 
facette de dimension l; en particulier, si d= 0 la pyramide 
convexe est l’enveloppe convexe de l’ensemble de ses arétes. 
Le polaire de S engendre un sous-espace vectoriel de dimension 
n—d. Les formes d’appui extrême impropres sont les points 
de la facette de O dans le polaire de S, les formes d’appui 
extréme propres sont les points dont les facettes engendrent 
un sous-espace vectoriel de dimension n — d + 1 dans le 
polaire de S. L’ensemble des formes d’appui de la pyramide 
convexe qui s’annulent sur une facette qui engendre un sous- 


ey mu 2 
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espace vectoriel de dimension k est une facette de l’enveloppe 
convexe de 5’ qui engendre un sous-espace vectoriel de dimen- 
sion n—k. 

Si la pyramide convexe engendre un sous-espace de dimen- 
sion p, la facette du sommet de S’ engendre un sous-espace 
vectoriel de dimension n — p. 


DÉFINITION. — Un polyèdre convexe P est l’intersection d’un 
ensemble fini de demi-espaces affines. 

Plongeons R* dans un espace vectoriel E à (n + 1) dimensions 
de sorte que R" soit ’hyperplan affine ensemble des points x tels 
que: (w,, x) — 1. Alors P est l’intersection d’une pyramide 
convexe P’ avec R”. Cette pyramide convexe est l’intersection 
des sous-espaces vectoriels de E engendrés par les sous-espaces 
affines qui définissent P. Soit P' l'intersection de P’ avec le 
demi-espace (5, x) > 0; le polyèdre convexe est aussi l’inter- 
section de P' avec R". 

Pour que le polyédre P soit borné, il faut et il suffit que le 
point w, soit intérieur au polaire de P. 

Soit _R" l’espace R” complété par les points à l'infini, qui 
correspondent d’une manière biunivoque aux demi-droites 
d’origine O situées dans l’hyperplan E, défini comme l’ensemble 
des points x tels que (5, x) = 0. Les points de R” sont dits 
points propres de R", les autres points sont impropres. Un 
polyèdre convexe P dans R' est complété dans R’ en ajoutant 
les points correspondants aux directions des demi-droites 
contenues dans P. Soit P le complété de P ; alors P” correspond 
d’une façon biunivoque à P'. Nous définissons la notion de 
segment dans R’ de la façon suivante : er. 

1) Si x et y sont propres, le segment qui les joint dans R” 
est le segment qui les joint dans R". 

2) Si a est propre et y impropre, le segment qui les joint est 
la demi-droite d’origine x, parallèle à la demi-droite d’origine 
O qui définit y. JT. 200: 

3) Si æ et y sont impropres, le segment qui les Joint est 
l’ensemble des demi-droites du cône engendré par les demi- 
droites d’origine O qui définissent x et y. Si æ et y sont deux 
demi-droites opposées, le segment qui les joint se réduit par 
définition au couple (x, y). 
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Étant donné un ensemble A contenu dans R", son enveloppe « 


convexe sera la réunion des segments joignant deux points 


quelconques de A. Les points impropres de cette enveloppe 
convexe forment l’enveloppe convexe des points impropres 


de À. 


Proposition. — Tout polyèdre convexe P de R" est la trace « 
sur R" de l'enveloppe convexe d’un ensemble fini de points propres — 


ou impropres de R". 


DÉMoNsTRATION. — P’, est l’enveloppe convexe d’un ensemble 
fini de demi-droites, done P est l’enveloppe convexe d’un 


ensemble fini de points de R”. Plus précisément : soit % la facette 
de O dans P’, J) = %n E, est la facette de O dans P” = P' n E,. 
Soit H un sous-espace supplémentaire au sous-espace engendré 
par # dans E. La trace de P’, sur H est une pyramide convexe, 
enveloppe convexe de l’ensemble fini des arêtes [O, A; —), 
où A;e R” et de Hn P”. La pyramide convexe P' est l’enve- 
loppe convexe de P” et des arêtes [O, A; —). Les points A; sont 
déterminés modulo %. 

* Les points A; engendrent un polyèdre convexe borné P, 
dans R”. Le polyèdre convexe P est la somme dans E de P, et 
de P”, qui correspond à l’ensemble des points impropres de P. 
La facette dans P d’un point A; engendre le sous-espace affine 
translaté du sous-espace engendré par la facette %, de O dans 
P”. Ce sont les facettes de dimension minima. Toute autre 
facette engendre un sous-espace somme de deux sous-espaces 


engendrés respectivement par une facette dans P et une facette 
dans P”’. 


Pour que P, soit réduit à un sommet, il faut et il suffit que 


P soit une pyramide convexe. Ce cas est caractérisé par la 
propriété : la facette en O de P’ n’est pas contenue dans Ep. 


1 


: 


L: 


2. Nouvelle caractérisation des pyramides convexes dans les — 


espaces vectoriels de dimension finie : 


Proposition. — Si P est une pyramide convexe, le cône 
d'appui en tout point x de P est fermé. 


En effet ce cône d’appui est l'intersection d’un ensemble 
fini de demi-espaces fermés. 


| 
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Tatorime. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’un 
cône convexe P soit une pyramide convexe est que le cône d'appui 
- en tout point x de P soit fermé. 


DÉMonNsTRATION. — Nous pouvons nous ramener au cas 
où O est point extrémal du cône en considérant le quotient de 
P par le sous-espace engendré par la facette de O dans P. 
Supposons le théorème vrai pour les pyramides convexes qui 
engendrent un sous-espace vectoriel de dimension inférieure 
ou égale à n — 1 et démontrons qu’il est vrai pour une pyra- 
mide convexe qui engendre un sous-espace vectoriel de dimen- 
sion n. Montrons d’abord que, dans ces conditions, le cône 
convexe P est l’enveloppe convexe de l’ensemble de ses arêtes. 
Soit [O, x —) une demi-droite de P : si ce n’est pas une aréte, 
tout plan qui passe par cette droite coupe P selon un angle 
de côtés [O, x, —) et [O, x —) et qui contient [O, x —) à son 
intérieur : la facette de [O, x, —) engendre un sous-espace 
vectoriel de dimension inférieure à n et cette facette est un 
cône convexe dont le cône d’appui en chaque point est fermé; 
c’est donc une pyramide convexe qui est l’enveloppe convexe 
d’un ensemble fini d’arêtes: ces arêtes sont arêtes de P. 
Donc [O, x, —) est une combinaison linéaire positive de ces 
arêtes : il en est de même pour [O, x —) et par suite pour 
[O, x +). | 

Montrons maintenant que P ne peut avoir qu'un nombre 
fini d’arétes. S’il y en avait une infinité, on pourrait en extraire 
une suite [O, x; >) tendant vers une droite [O, A, >) qui 
appartient à P. Le cône d’appui de P autour de [O, A, —) est 
aussi un ensemble fermé: on pourra extraire de la suite 
_[O, x; +) une suite infinie [O, x; —) telle que les demi-plans 
[OA,, x; —) (demi-plan passant par A, et x; et limité par OA,) 
tendent vers le demi-plan [OA,, A, +). Dans cette suite 
il y a une infinité d’arétes non situées dans le plan OA,Ag, car 
les arêtes situées dans ce plan sont des arêtes de |’intersection 
de P avec ce plan. Ayant déterminé les génératrices : 


[O, Ay >), …; [O, Ap. >), … 
et une suite (z\’~”) extraite de la suite (x;) telle que: 


[O, A, As sisi Medes En ae —) TC [OA; ane Avie Aye —) 
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nous déterminons la demi-droite [O, A, —>) par la condition 

qu’il existe une sous-suite (2{?~) de (xf° ”) telle que: | 
j : 

[OA, … Ap_s, at >) — [OA, ... Ap_s, Ap +). 
Par récurrence, nous déterminerons ainsi les génératrices : 
[O, Ay aa ced) [O, fie >); 
la suite (a{"—”) est alors située dans le demi-espace 
[OA AL, A, =>) 

Montrons que pour i assez grand le point x” a des 
coordonnées positives par rapport 4 la base formée par 
OA, ..., OA,. 

Comme 

[O, 2@—-? +)+[O, A, >) 
pour à assez grand la première coordonnée de 2{"~” est positive. 

Comme [OA, ... A,, af"? +) > [OA,... Ap, À,,, —) la trace 
de [OA, ... A,, xf"—° —) sur le sous-espace (OA,,,,..., A,) est une 
demi-droite [O, y, >) qui tend vers [O, A,,,—>); la (p + 1)- 
ième coordonnée de 2{"*—” est égale à la (p + 1)-ième coordonnée 


de y; qui est positive pour z assez grand. Il en résulte que 
[O, x; >) ne peut pas être une aréte. 


Remarquons que la condition du théorème est équivalente 


à la suivante: un cône convexe fermé P est une pyramide 


convexe si et seulement si l'enveloppe convexe de P avec toute 


génératrice est fermée. D’après les résultats du premier chapitre, 
il en résulte que l’enveloppe convexe de P avec toute droite 
est fermée : Si l’adhérencc de la trace d’un cône convexe P sur 
tout plan est un angle saillant et si l’enveloppe convexe de P 
avec toute droite est fermée, P est une pyramide convexe. 

Si P est une pyramide convexe, son cône d’appui autour de 


tout sous-espace vectoriel L est la somme directe du cône - 


d’appui de P autour du sous-espace engendré par la trace de P 


un 


sur L qui est fermé et d’un sous-espace d’appui strict de 
dimension finie; donc le cône d’appui de P autour de L est - 


fermé. Inversement : 


CoROLLAIRE 1. — Un cône convexe fermé tel que le cône 


d'appui autour de tout sous-espace de codimension 2 soit fermé 
est une pyramide convexe. 


<p. < 
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DÉMONSTRATION. — Si P n’est pas une pyramide convexe, 


_ il existe une droite D telle que l'enveloppe convexe de Pu D 


ne soit pas fermée. Ceci revient à dire que l’on peut trouver une 
demi-droite D’ telle que le demi-plan II limité par D et conte- 
nant D’ ne contienne aucun point de P autre que ceux situés 
sur D. Si D est intérieure ou extérieure à P, il est évident 
que cette situation ne peut pas se présenter. Le cas à étudier 
est celui où D est sur la frontière de P. Alors, aucun point 
de la trace de P sur II ne peut être intérieur à P et, P étant 


facette d’un de ses points il passe par le plan IT un hyperplan 


_d’appui H de P. La trace P, de P sur H est un cône convexe 


fermé dont D est droite frontière; il passe par D un hyperplan 
d’appui H, de P,, qui ne contient pas D’ et l’enveloppe convexe 
de H, u P n’est pas fermée puisque H est adhérent à cet ensemble 
sans lui appartenir, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Une autre démonstration de ce théorème a été donnée par 
Mirkil [6]. Par suite : un cône convexe fermé P est une pyramide 


convexe st et seulement si toutes ses projections planes sont 
fermées. 


3. Pyramides convexes de dimension infinie; définitions; exemples. 
Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe 


- sur le corps des réels, © sa topologie. 


# 


DériniTion. — Une 6-pyramide convexe est un cône convexe 
tel que le cône d’appui en tout point x de P soit fermé. Un 
G-polyèdre convexe est la trace d’une 6-pyramide convexe 


- sur un hyperplan affine fermé. 


L’enveloppe convexe d’une 6-pyramide convexe P avec 


* toute droite est fermée et le cône d’appui de P autour de tout 
 sous-espace engendré par une facette est fermé; il en résulte 


- que le cône d'appui de P autour de tout sous-espace de dimension 


finie est fermé (en appliquant 1-2). 
. Nous supposerons que les pyramides convexes considérées 


ont le point O pour sommet; alors toute intersection finie de 


G-pyramides convexes est une 6-pyramide convexe. 
Toute G-pyramide convexe est une ©@'-pyramide convexe 


- pour une topologie © plus fine que ©’et telle que E muni de ©' 


soit encore un espace vectoriel topologique localement convexe. 


“ Si nous munissons E de la topologie fine nous obtenons la 


18 
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plus grande classe de G-pyramides convexes. Une pyramide . 
convexe est une pyramide convexe pour la topologie fine de. 
E (même si l’on considère parallèlement une autre topologie 
sur E). De même on a les polyèdres convexes. 

Supposons désormais E muni de la topologie fine; la trace 
d’une pyramide convexe P sur un sous-espace L quelconque 
de E est une pyramide convexe dans L car le cône d’appui, 
‘en un point x de la trace de P sur L est la trace sur L du cône 
d’appui de P en x. Inversement : 


Proposition. — Si l’espace vectoriel E a une base dénombrable, 
une pyramide convexe est un cône convexe dont la trace sur tout 
sous-espace de dimension finie est une pyramide convexe dans ce 
sous-espace. 

Remarquons qu’en général la projection d’une pyramide. 
convexe sur un sous-espace vectoriel n’est pas une pyramide. 
convexe. 

Nous allons donner quelques exemples de pyramides convexes 
qui nous permettront de voir les différences entre les pyra- 
mides convexes dans les espaces vectoriels de dimension finie 
ou infinie. 


1) Dérinirion. — Une pyramide simpliciale S d’un espace 
vectoriel E est l’enveloppe convexe de l’ensemble des vecteurs “ 
d’une base algébrique de E. 

Soit (&):e une base de E; la pyramide simpliciale S est 
l’ensemble des points x de E dont toutes les coordonnées 2; 
sont positives ou nulles. S est l'enveloppe convexe de ses arêtes 
qui sont les demi-droites [O, e; +). Les formes linéaires w, 
telles que : | 


(Wy, 61) Sed. {w,e) = 0 pourtout iy, t et jel 


sont les formes d’appui extrême de S et S est l’intersection 
de ses appuis extrêmes. L’ensemble des formes , est un 
ensemble incompatible et irréductible et (¢,),e est la pseudo- 
base associée. La trace de S sur une variété d’appui V est une 
pyramide simpliciale dans V; la projection de S sur un sous- 
espace V’ parallèlement à un sous-espace d’appui extrême 
est une pyramide simpliciale de V’. Le céne d’appui en un 
point x de S de coordonnées x; différentes de O pour tout i 


state tds serre 


~~ 


CONES CONVEXES ET PYRAMIDES CONVEXES 275 


dans l’ensemble d’indices J fini est l’ensemble des points y 


tels qu’il existe À ~ 0 pour lequel : 


x + A(y—zx)esS 


ou encore x + A(y—x) >0 pourtout tel. 


Site EX cette inégalité se réduit à Ay, >0. Donc on devra 
avoir y; > 0, avec À > 0, pour tout ie Gr Les inégalités 
obtenues pour 1e J sont en nombre fini; il existe toujours 
une solution À et le cône d’appui de S en x est l’ensemble 
des points y tels que y; > 0 pour tout i pour lequel x; = 0 et 
ce cône d’appui est fermé : S est une pyramide convexe. 

La facette du point x dans S est la facette de x dans le cône 


- d’appui de S en x; c’est l’ensemble des points y tels que y, = 0 


pour tout indice z tel que x, — 0. La facette de tout point 
engendre un sous-espace vectoriel de dimension finie; S n’a 
point intérieur. 

Le cône d’appui autour d’un sous-espace d’appui extrême 
L est fermé car c’est le cône d’appui en x de la pyramide 


 simpliciale image de 5 par l’application canonique de E sur 


l’espace quotient de E par L. Le cône d’appui autour de tout 
sous-espace n’est pas fermé; en effet, on obtient une nouvelle 
base de E en conservant un des vecteurs e, et en remplaçant 
€; par une combinaison linéaire à coefficients positifs de e; et 
d’un vecteur €;, où (£;);er est une famille de vecteurs situés 


dans un plan fixe H passant par é et qui converge vers un 
- vecteur d n’appartenant pas a 5. Le cône d’appui de la pyra- 


mide simpliciale S autour d’un sous-espace supplémentaire a 
H n’est pas fermé. 
Le dual de E est isomorphe à l’espace R' des familles de 


puissance I. Le polaire de S n’est pas une pyramide convexe 
p 


puisque c’est l’ensemble des familles dont tous les termes sont 
positifs ou nuls, l’ensemble des termes positifs pouvant être 


. infini, et que sa trace sur un sous-espace de dimension finie 


n’est pas pyramide convexe; le polaire de S n’est pas non plus 
l'enveloppe convexe de l’ensemble de ses arêtes qui sont les 


demi-droites [0, w; —). 


a. > 


S posséde des hyperplans d’appui strict; un tel hyperplan 


est défini par une forme h qui prend des valeurs strictement 
positives sur tous les vecteurs de la base. 
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2) L’exemple précédent peut être généralisé : 


Dérinirion. — Une pyramide simpliciale généralisée dans 
un espace vectoriel E est le polaire d’un ensemble irréductible 
et incompatible de formes (w;), ex dans le cas où le cône d'appui 
en un point x tel que (w,, z) = 0 pour tout ie J est l’ensemble 
des points y tels que (w;, y) >0 pour tout ve J. 

Les pyramides simpliciales généralisées ont été étudiéess 
dans [1]. Rappelons qu’une telle pyramide possède des arêtes 
qui sont les vecteurs de la pseudo-base associée à (w;);er. Ces 
arêtes engendrent une pyramide simpliciale S’ strictement 
contenue dans S si S n’est pas une pyramide simpliciale. Le 
cône d’appui autour de tout sous-espace d’appui extrême est 
fermé mais il existe des sous-espaces autour desquels le cônes 
d’appui de S n’est pas fermé. Si I n’est pas dénombrable, la 
pyramide simpliciale généralisée ne possède pas d’hyperplan 
d'appui strict. | 

La trace d’une pyramide simpliciale généralisée sur un 
hyperplan, dont la trace sur le sous-espace E’ engendré par les 
arêtes de S est un hyperplan d’appui strict de 5’, est une 
pyramide convexe sans arêtes. 

3) Donnons un exemple de pyramide convexe qui ne possède 
pas d’hyperplan d’appui extrême. | 
Soit E un espace vectoriel ayant une base dénombrable 
(es 0, €, «++ » €n)» Soit (€;) une suite de vecteurs ne contenant ni 
& ni &, telle que chaque ¢; soit combinaison linéaire positive. 
de e&, et de ej et que & et e soient adhérents à l’ensemble des 

£. Posons : 


ee =e, + Ag; À >0 


Les vecteurs ((e;);en, &, &) forment une base de E. Soit P le 
cône convexe engendré par les vecteurs (e;, e;) où ie N. Soit 
E, un sous-espace de dimension finie, E, le plus petit sous-espac | 
contenant E, engendré par les vecteurs (e;, &, €);ex; Ei, est” 
aussi engendré par les vecteurs (e;, e, ¢));ex. La trace de P 
sur E, est l'enveloppe convexe des vecteurs (e;, e;) qui appar- 
tiennent à E;, donc c’est une pyramide convexe et le cône 
convexe P dont la trace sur tout sous-espace vectoriel de 
dimension finie est une pyramide convexe est lui-même une” 
pyramide convexe. Soit H le sous-espace engendré par les 
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vecteurs e;. Le demi- -hyperplan limité par H et contenant e, 
n’appartient pas au cône d’ appui de P autour de H puisqu'il 


ne contient aucune génératrice de P, mais ce demi- pe 


est limite des demi-hyperplans passant par H et contenant e! 
le cône d’appui de P autour d’un sous-espace d’ appul ES 
n’est pas fermé. S’il existait un hyperplan d’appui de P passant 
par H, sa trace sur le plan passant par e, et e, serait un appui 
de la projection P, de P sur ce plan parallélement a H, et 
contiendrait e ou e. Or la trace de P sur l’hyperplan H, 
engendré par H et e, n’engendre pas cet hyperplan. 

Nous pouvons résumer les résultats précédents : 


THÉORÈME. — Une pyramide convexe dans un espace vectoriel 
de dimension infinie n’a pas toujours des arêtes ni des appuis 
extrêmes. Son polaire peut n'être ni une pyramide convexe ni 
l’enveloppe convexe de ses arêtes. Une pyramide convexe peut ne 
pas posséder d’hyperplan d'appui strict. 


4. Étude des pyramides convexes. 


Proposition. — Si la facette de tout point x d’une pyramide 


convexe P engendre un sous-espace de dimension finie, la pyra- 


mide est l’enveloppe convexe de l’ensemble de ses arêtes. 


DÉMonsTRATION. — La facette de tout point x de P est une 
pyramide convexe, enveloppe convexe de l’ensemble de ses 
arêtes, qui sont aussi arêtes de P car leur facette est contenue 
dans la facette de x. 


CoRoOLLAIRE. — Si une pyramide convexe P est contenue 
dans une pyramide simpliciale, la facette de tout point engendre 
un sous-espace de dimension finie et la pyramide convexe est 


~ l’enveloppe convexe de l’ensemble de ses arêtes. 


En effet la facette de tout point de P est contenue dans la 
facette: de ce point dans la pyramide simpliciale et cette 


+ facette engendre un sous-espace de dimension finie. Il en 


ae 5 Tis ET PR 


résulte que l’intérieur de P est vide. 


Remarque. — Soit E un espace vectoriel ayant une base 
dénombrale, (E,),ex une suite de sous-espaces de dimension 
croissante telle que E soit réunion de cette suite. E, est un 


, 
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sous-espace de dimension n. Soit P le cône convexe de E réunion 
des pyramides convexes P, telles que P, engendre E, et 
contient à son intérieur une demi-droite D et P,,, est la pyra- 
mide convexe de E,., enveloppe convexe de P, et de deux 
demi-droites D, et D’,, où D, et D, n’appartiennent pas a E, 
et déterminent un angle saillant auquel D est intérieure. P 
est une pyramide convexe enveloppe convexe de l’ensemble de 
ses arêtes qui sont les demi-droites D, et D; où n varie dans N,° 
et D est intérieure à P. 


Proposition. — Dans une pyramide convexe P, une suite 
infinie d’arêtes ne converge pas. 


DémonsTRATION. — Soit D, une suite d’arêtes; supposons 
que cette suite converge, c’est-à-dire que tout voisinage d’une 
certaine demi-droite D contienne une des arêtes D,. Si H est 
un hyperplan affine supplémentaire à D et (V;);er un système 
fondamental de voisinages dans H de la trace d de D sur H, 
les cônes de sommet O qui s'appuient sur les V; forment. 
un système fondamental de voisinages de D dans E; tout 
voisinage V; de d contient au moins la trace d, sur H d’une: 
arête D, et, dans H, les d, forment une suite qui converge 
vers d pour la topologie fine; une telle suite est contenue dans 
un sous-espace vectoriel h de dimension finie de H. Les arêtes” 
D, sont contenues dans le sous-espace vectoriel de E engendré 
par h; ces arêtes sont arêtes de la pyramide convexe trace 
sur h de la pyramide convexe P; cette trace ne peut avoir 
qu’un ensemble fini d’arétes; toute suite convergente d’arêtes — 
dans une pyramide convexe est finie. 


æ 


THÉORÈME. — Par tout sous-espace d'appui extrême M d’une 
pyramide convexe P passe un sous-espace d'appui extrême de « 
dimension infinie. Toute facette est contenue dans une facette 
plus grande. 


cn ts. 


DÉMONSTRATION. — Soit D une droite qui n'appartient pas 
à M; nous avons vu (I) que dans l’ensemble des sous-espaces 
d'appui extrême passant par M et ne contenant pas D il existe 
un élément maximal M’. Si M’ était un sous-espace d’appui 
extrême de dimension finie, M’ serait le sous-espace engendré 
par la facette dans P d’un point x de la trace de P sur M’ 
puisque cette trace est un ensemble convexe dans un espace 


— 
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de dimension finie, et la projection P’ de P sur un sous-espace : 
supplémentaire à M’ serait un cône convexe fermé dont O 
est point extrémal. La trace de P’ sur un plan passant par D 
est un angle saillant fermé; soit D’ une droite d’appui extrême 
de cet angle différente de D et M” sa facette dans P’; le sous- 
espace N engendré par M’ et M” est un sous-espace d’appui 
extrême de P qui contient M’ et non D; un sous-espace 
d’appui extrême maximal est de dimension infinie. 
Remarquons que, dans le cas d’un espace vectoriel de 
dimension finie, ce théoréme prouve que tout sous-espace 
d’appui extréme est contenu dans un hyperplan d’appui 
extréme. Partant de ce résultat et du fait que la pyramide 
convexe est alors l’intersection de ses appuis extrêmes (voir J), 
on peut redémontrer qu’une pyramide convexe de dimension 
finie est l’intersection d’un ensemble fini de demi-espaces. 


Proposition. — Si une pyramide convexe est lVintersection 


_ de ses appuis extrêmes, son polaire est l’enveloppe fermée convexe 


de l’ensemble de ses arêtes pour la topologie o(E*, E) si la pyra- 
mide engendre E. 


Demonstration. — Soit II l’ensemble des formes d’appui 
extrême de P; nous avons vu (1,3) que toute forme d’appui 
extrême de P est sur une arête du polaire de P. Le polaire 
de II dans E est la pyramide convexe P; son bipolaire est 
l'enveloppe fermée convexe de II pour la topologie o(K*, E) 
DO D Ot, IL = Pe 


DériniTion. — Une pyramide propre est une pyramide 
convexe telle que le cône d’appui autour de tout sous-espace 
d’appui extrême soit fermé. 

Cette définition est équivalente à la suivante : une pyramide 
propre est un cône convexe fermé tel que le cône d’appui 
autour de tout sous-espace d’appui extrême soit fermé. 

Toute pyramide convexe dans un espace de dimension finie 
est une pyramide propre. Une pyramide simpliciale et une 


4 pyramide simpliciale généralisée sont des pyramides propres. 


Se 


Proposition. — La trace P’ d’une pyramide propre P sur 
un sous-espace E’ est une pyramide propre; la projection P" 
sur un sous-espace E” parallèlement à un sous-espace L” d'appui 
extrême de P est une pyramide propre. 
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DEMONSTRATION. — Tout sous-espace d’appui extrême L’ 
de P’ est la trace sur E’ d’un sous-espace d’appui extrême L’ 
de P engendré par la facette de L’ dans P; le cône d’appui de 
P’ autour de L’ est la trace sur E’ du cône d’appui de P autour 
de L’; il est fermé. De même si M est un sous-espace d’appui 
extrême de P”, alors M est la trace sur E” d’un sous-espace 
d’appui extrême de P et le cône d’appui de P” autour de L" | 
est encore fermé. | 


Proposition. — Le cône d'appui d’une pyramide propre P 
autour de tout sous-espace d'appui L sur lequel la trace P’ de P 
engendre un sous-espace L’ de codimension finie dans E, est 
fermé. 

En effet la projection de P sur un sous-espace E’ parallèle- 
ment à L’ est une pyramide de dimension finie dont le cône 
d’appui autour de la trace de L sur E’ est fermé. 


THéorRèmE. — Toute pyramide propre qui engendre l’espace 
vectoriel E est l'intersection de ses appuis extrêmes. 


DÉMONSTRATION. — On peut supposer que O est point 
extrémal de P; sinon il suffira de prendre le quotient de P par 
le sommet généralisé de P, qui sera encore une pyramide propre. 
Soit L un sous-espace d’appui extréme de P et D une droite 
non contenue dans L. Dans l’ensemble des sous-espaces 
d’appui extréme de P qui passent par L et qui ne contiennent 
pas D, il y a un élément maximal L’. Si L’ n’est pas un hyper- 
plan, soit P” la projection de P sur un sous-espace qui contient — 
D parallèlement à L’. Alors P” est une pyramide propre dont 
O est point extrémal; la trace de P” sur un plan passant par D 
est un angle saillant fermé; une droite d’appui extrême de — 
cet angle au moins est différente de D; soit D’ cette droite “ 
d'appui, L” sa facette dans P”; le sous-espace engendré par L’ * 
et L” est un sous-espace d’appui extrême de P qui ne contient ! 
pas D; ceci est impossible si L’ est maximal, done L’ est un 
hyperplan et tout sous-espace d'appui extrême de P qui ne 
contient pas une droite D peut être plongé dans un hyperplan 
d'appui extrême qui ne contient pas D. Soit F l’ensemble des 
formes d'appui extrême de P; le polaire de F contient P; 
inversement soit x un point du polaire de F dans E; il y a un 
sous-espace de dimension finie E; qui contient x et la trace 


he QU 
RUE et 
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P; de P sur E, est une pyramide convexe; tout hyperplan 


d'appui extréme de P; est trace sur E, d’un hyperplan d’appui 


extrême de P et x appartient à P, donc à P. 


Remarque. — L'exemple de la pyramide simpliciale géné- 
ralisée montre que P peut être intersection d’un sous-ensemble 
de l’ensemble de ses appuis extrêmes. 


Proposition. — Tout sous-espace d'appui extrême d’une 
pyramide propre est l'intersection des hyperplans d'appui 
extrêmes qui le contiennent. 


DÉMONSTRATION. — Soit L un sous-espace d’appui extrême 
de la pyramide propre P et (H,);e la famille des hyperplans 
d'appui extrême qui contiennent L. Alors soit D une droite 
qui appartient à l’intersection # de cette famille et non à 
L; l’ensemble des sous-espaces d’appui extrême de P qui 


- contiennent L et non D possède un élément maximal; la 


démonstration précédente prouve que cet élément maximal 
est un hyperplan, donc D n’appartient pas à 46. 


CoroLLAIRE 1. — Toute arête du polaire d’une pyramide 
propre P est engendrée par une forme d'appui extrême de P; 


… st P° est facette d’un de ses points g, alors g est une forme d'appui 


strict. 


DEMONSTRATION. — Si f est sur une aréte de P®, toute 
forme qui s’annule sur le sous-espace K engendré par la trace 
de P sur l’hyperplan F sur lequel s’annule f est proportionnelle 


_ à f; comme K est lV intersection des hyperplans d’appui extrême 


qui le contiennent, F est hyperplan d’appui extrême de P. 
Si P® est facette de g, toutes les formes d’appui de P s’annulent 
sur le sous-espace K’ engendré par la trace de P sur ’hyperplan 


. G sur lequel s’annule g, donc K’ est le sommet généralisé 


de P. 


CorozLaire 2. — Le cône d'appui d’une pyramide propre P 
autour d’un sous-espace d'appui extrême L est l'intersection 
des appuis extrêmes qui sont limités par un hyperplan d'appui 
extrême contenant L. 

En effet la projection P’ de P sur un sous-espace E” parallèle- 
ment à L est une pyramide propre intersection de ses appuis 


1 
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extrêmes; les hyperplans d'appui extrême de P’ sont trace, 
sur E’ des hyperplans d’appui extrême de P qui contiennent L: 


CorozLaire 3. — L’enveloppe convexe II de l’ensemble des 
arêtes du polaire d’une pyramide propre est une pyramide convexe. 


Démonstration. — P est le polaire de [I si E* est muni 


de la topologie o(E*, E). Soit fe Il, F l’hyperplan sur lequel 


s’annule f et P’ la trace de P sur F. Montrons que le cône. 


d'appui de Il en f est l’ensemble des formes g qui s’annulent 
sur un hyperplan G dont la trace sur le sous-espace engendré 
par P’ est un hyperplan d'appui de P'; ainsi ce cône d’appui est 
le polaire de P’ et il est fermé pour la topologie o(E*, E) done 
pour la topologie fine sur E*. | 


Lemme. — I] est l’ensemble des formes f telles que F contienne 
un sous-espace d'appui extrême de codimension finie. 

En effet, si fe Il, f est combinaison linéaire finie de formes 
h, d'appui extrême et F contient le sous-espace intersection 
des hyperplans d’appui extrême H, correspondants. Inverse- 
ment, si F contient le sous-espace d’appui extrême F’ de 
codimension finie, F’ est l'intersection d’un ensemble fini 


d’hyperplans H,; la projection de P parallèlement à F” est une © 
pyramide convexe de dimension finie et la trace de F est un « 
hyperplan d’appui; la restriction de f au sous-espace engendré — 
par cette pyramide convexe de dimension finie est combinaison : 


linéaire des restrictions des formes h; qui sont des formes 
d’appui extrême. 

Si g appartient au cône d’appui de P° en f, alors (g, x) = 0 
si(f,æx) = 0 avec xe P. Inversement, si g a la propriété énoncée, 


et si G est l’hyperplan sur lequel s’annule g, la projection de 


P sur un plan parallèlement à F n G est un angle fermé dont 


O est point extrémal et qui a pour droite d’appui la trace de F; — 


la trace de G est une droite quelconque. Cet angle a une autre 
droite d’appui D’. Une forme qui s’annule sur l’hyperplan 
engendré par D’ et FnG est une forme d’appui de P qui 
appartient au segment [f, g]. 


ee 2 


DériniTion. — Une pyramide stricte est une pyramide - 
convexe telle que le cône d’appui autour de tout sous-espace _ 


soit fermé, 


Der 
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Par exemple toute pyramide dans un espace de dimension 
finie est une pyramide stricte. L’intersection d’un ensemble fini 
de demi-espaces est une pyramide stricte, quiest somme directe 
d’un sous-espace quelconque et d’une pyramide convexe qui 
engendre un sous-espace de dimension finie. 

Une pyramide stricte est une pyramide propre; tout sous- 
espace d’appui est l’intersection des hyperplans d’appui qui le 
contiennent; une pyramide stricte possède un hyperplan 
d’appui strict [1] donc son polaire est facette d’un de ses points. 


Proposition. — Le polaire d’une pyramide stricte est une 
pyramide convexe. 

Soit f une forme d’appui de P; le cône d'appui de P° en f 
est le polaire de la trace P’ de P sur l’hyperplan F sur lequel 
s’annule f. En effet, si g appartient au cône d’appui de P° 
en'f, alors g s’annule sur P’ ou y prend des valeurs positives. 


» Inversement, si G est l’hyperplan sur lequel s’annule g, le 


cône d’appui de P autour de FnG a pour trace sur un plan 
un angle fermé dont O est point extrémal et dont la trace de 


_F est un appui; cet angle a une autre droite d’appui D’ et 


Vhyperplan engendré par D’ et Fn G est un hyperplan d’appui 
H’ de P; une forme h’ qui s’annule sur H’ est une forme 
d’appui de P qui appartient au segment [f, g]. 


ConsECTURE. — Toute pyramide stricte est l’intersection d’un 
ensemble fini de demi-espaces. 


5. Polyèdres convexes: 


Proposition. — Soit E un espace vectoriel; un polyèdre convexe 
est un ensemble convexe fermé pour la topologie fine tel que le cône 
d'appui en chaque point de cet ensemble soit fermé pour la topo- 
logie fine. 

Plongeons l’espace vectoriel E dans l’espace vectoriel E, 
somme directe de E et d’un espace à une dimension de sorte 


? que E soit l’hyperplan affine de E, ensemble des points x tels 


que (wy, 2) = 1; E, est muni de la topologie fine. Soit E, l’hyper- 
plan de E sur lequel s’annule la forme w,; on peut compléter 


- E en lui ajoutant les points impropres (comme dans le cas de 


peas ob à 


dimension finie 11,1) qui correspondent d’une manière biuni- 
voque aux demi-droites d’origine 0 contenues dans E, ; soit 
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o l'application biunivoque de E dans l’ensemble des points 


impropres de E. Le polyèdre convexe C est complété en en 


Dans E,, le cône convexe de sommet O qui s’appuie sur C est 
une pyramide convexe. On définit une application biunivoque 


de P sur C: l’image par cette application d’une génératrice 
de P non située dans E, est la trace de cette génératrice sur E, 
qui est un point propre de C; l’image d’une génératrice D de P 
située dans E, est le point impropre de C image par ¢ de D. 
Si le polyèdre convexe C n’est pas pseudo-borné, P admet un sous- 
espace d'appui extrême situé dans Ey. Si C est pseudo-borné, 
E, est hyperplan d'appui strict de P. 

Un simplexe de E est la trace d’une pyramide simpliciale 
S de E sur un hyperplan affine paralléle 4 un hyperplan d’appui 
strict de S; un simplexe est l’enveloppe convexe de l’ensemble de 


ses arêtes et toute facette engendre un sous-espace de dimension © 


finie; ces deux propriétés sont encore vraies pour tout polyèdre 
convexe contenu dans un simplexe. Dans un polyèdre convexe 


pseudo-borné, toute suite convergente de points extrémaux — 


est finie. 

Un polyèdre propre est un polyèdre convexe tel que le cône 
d'appui autour de toute variété d’appui extrême soit fermé; 
c’est l’intersection de ses appuis extrêmes; toute variété d’appui 
extrême est l'intersection des hyperplans d’appui extrême 
affines qui la contiennent. 

Un polyèdre strict est un polyèdre convexe tel que le cône 
d’appui autour de toute variété soit fermé. 


PROPOSITION. 


L'image d’un polyèdre strict par une applica- 


tion affine est fermée. Toute forme linéaire définie sur un polyèdre « 
strict prend des valeurs infinies ou atteint son extremum sur une — 


variété d'appui. 


DÉMONSTRATION. — Soient f une application affine de 
l’espace vectoriel E qui contient le polyèdre convexe C dans un 
espace vectoriel F, P la pyramide convexe de E, engendrée 
par C. L'application f se prolonge d’une manière unique en une 
application f de E, dans l’espace vectoriel F, somme directe 
de F et d’un espace à une dimension Rey; le noyau de f est 
le sous-espace vectoriel de E, translaté du noyau de f dans E. 
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L'image de P par f peut s’identifier à la projection de P sur 
un sous-espace vectoriel supplémentaire au noyau de f. Cette 
projection est fermée puisque P est une pyramide stricte; 
l'image de C par f, trace sur F de l’image de P par f est donc 
fermée. Si F est la droite réelle, l’image de C est un segment 
fermé si f est toujours finie. Soit x un point de C où f atteint 
son extremum; l’image réciproque par f de cet extremum 


. contient tout segment dont x est point intérieur; c’est une 


variété d’appui de C. 


Consecture. — Tout polyèdre strict pseudo-borné est contenu 
dans un sous-espace vectoriel de dimension finie. 


III. PYRAMIDES TOPOLOGIQUES. APPLICATIONS. 


1. Définitions: | 
Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe 
sur le corps des réels, © sa topologie. 


Dérinirion. — Une pyramide topologique est l’adhérence 
(pour ©) d’une pyramide convexe. Un polyèdre topologique 
est l’adhérence d’un polyèdre convexe. 

Toute pyramide convexe est une pyramide topologique 
pour la topologie fine et réciproquement. Toute pyramide de 
dimension finie est une pyramide topologique. Toute 6-pyra- 
mide convexe est une pyramide topologique de E, mais le 
réciproque est fausse. 

Une pyramide simpliciale généralisée (IT.3) est une pyramide 
topologique de E pour la Q-topologie sur E, si 2 est l’ensemble 
incompatible et irréductible associé à S; pour cette topologie, 
la pyramide simpliciale généralisée est l’enveloppe fermée convexe 
de l’ensemble de ses arêtes. Pour des topologies plus fines, ceci 


- n’est plus vrai. 


Le polaire d’une pyramide propre qui engendre un espace 
vectoriel F est une pyramide topologique pour la topologie 
s (F*, F), adhérence de l'enveloppe convexe de l’ensemble de 
ses arêtes. (IT, 4); une pyramide topologique de ce type peut 
ne pas être une pyramide convexe comme le montre l’exemple 
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d’une pyramide simpliciale. Le polaire d’une pyramide stricte | | 
est une pyramide topologique et une pyramide convexe (II, 4).: 
Le polaire d’un cône convexe peut être une pyramide topolo- 


gique même si le cône C n’est pas une pyramide convexe : si 
R! est l’espace des fonctions bornées définies sur l’ensemble I, 
muni de la topologie fine, le cône C ensemble des fonctions 
bornées positives n’est pas une pyramide convexe [1], mais 
son polaire est la pyramide topologique enveloppe fermée 
convexe pour la topologie o((Rj)*, R;) de l’ensemble (0;); ex 
où w, est l'application de Ri dans R qui à (2;);ex fait corres- 
pondre z; (en effet l’enveloppe convexe de l’ensemble incompa- 
tible (w;);er est une pyramide convexe). 

Soit P une pyramide propre dans un espace vectoriel F; 
supposons que O soit point extrémal de P; si on munit E de la 
Q-topologie où Q est l’ensemble des formes d’appui extrême 
de P, alors P est fermée. Pour toute topologie © plus fine que 
la Q-topologie une pyramide propre est une pyramide topologique 
et une G-pyramide propre (car le cône d’appui autour de tout 
sous-espace d’appui extrême est l'intersection des appuis 
extrémes qui contiennent le sous-espace d’appui extréme et il 
est fermé pour la Q-topologie. Si on munit E d’une topologie 


©’ pour laquelle l’intérieur de P n’est pas vide, alors toute — 


forme d’appui extrême de P est continue pour 6’ car le demi- | 


espace ouvert qui contient l’intérieur de P pour la topologie 


fine contient l’intérieur de P pour 6’ et est limité par un hyper- » 
plan d’appui extrême qui ne peut donc pas être partout dense * 
dans E pour 6’. Une pyramide propre est une pyramide topolo- « 


gique pour toute topologie pour laquelle son intérieur n’est pas 
vide. 

Une pyramide topologique peut être l’adhérence de plusieurs 
pyramides convexes: par exemple si S est une pyramide 
simpliciale généralisée d’un espace vectoriel E, dont l’ensemble 
des arêtes engendre un sous-espace de codimension 4, le 
polaire de S est l’adhérence de l’enveloppe convexe de toutes 
ses arêtes, et aussi l’adhérence de l’enveloppe convexe des 
arêtes [O, w; —) où (we est l’ensemble incompatible et 
irréductible auquel l’ensemble des arêtes de S est associé : 
remarquons que toute forme d’appui extrême f qui n’est 
pas une des formes w, est limite d’une famille de ces formes 
pour la topologie o(E*, E). 


gg, Éd ms 


oeil es. € 
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2. Pyramides simpliciales topologiques. 
Soit (ee une pseudo-base topologique d’un espace vecto- 


riel topologique E, associée à l’ensemble (w,),er du dual topo- 
- logique E’ de E; la trace du cône convexe S, polaire de (w,);e1 


dans E, sur le sous-espace vectoriel II engendré par (ex 
contient la pyramide simpliciale S’, enveloppe convexe de 


- l’ensemble (e;);«; S est l’adhérence de S’ pour la (¢;);e-topo- 


logie sur E; l’adhérence de S’ pour la topologie donnée peut 
être strictement contenue dans S. Si (e;);er est une base topo- 


- logique de E, alors S est l’adhérence de S’ pour la topologie 


donnée. 


DÉFINITION. — Une pyramide simpliciale topologique d’un 
espace vectoriel topologique E est l'enveloppe fermée convexe 


… de l’ensemble des vecteurs d’une base topologique de E. 


Une pyramide simpliciale topologique est l’adhérence d’une 


pyramide simpliciale qui engendre un sous-espace vectoriel 
- partout dense dans E, mais l’adhérence d’une pyramide 
 simpliciale qui engendre un sous-espace vectoriel partout 


dense dans E n’est pas toujours une pyramide simpliciale 
topologique. Une pyramide simpliciale topologique est le 


- polaire de la pseudo-base topologique associée à la base topolo- 
. gique. 


Proposition. — Si (w;);e est l’ensemble incompatible et 


- irréductible dont le polaire est la pyramide simpliciale topolo- 


gique S, et Q; l’hyperplan sur lequel s’annule w,, l’adhérence 
de la facette de tout point x de S est l’intersection des hyperplans 
Q, qui contiennent x; S est l’enveloppe fermée convexe de l’ensemble 
de ses arêtes qui sont engendrées par les vecteurs e, de la base 
topologique; l’adhérence d’un sous-espace d'appui extrême L 


est l’intersection des hyperplans Q, qui contiennent L. 


DémonsrrATION. — Si S’ est la trace de S sur le sous-espace 
II engendré par les vecteurs e;, la facette dans 5 d’un point 
x de S’ est la facette de ce point dans S’; la facette d’un tel 
point engendre un sous-espace vectoriel de dimension finie 


- et les arêtes de S’ sont arêtes de S. Si x n’appartient pas à S’, sa 
 facette est contenue dans le sous-espace (2; intersection des 


hyperplans (Q,);es qui passent par x; tout vecteur e, où ke J 


- appartient à la facette de x dans S car si y est le point de 5 de 
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CARS 


coordonnées À DR ou 1 >t >1—Z,, alors 2 ests 


intérieur au segment [y, e;]; Qs, qui est l’adhérence du sous- 
espace vectoriel engendré par les vecteurs e, où ke J (d’après 
les propriétés d’une base topologique) est l’adhérence du sous- 
espace engendré par la facette de « dans S, qui engendre 


ainsi un sous-espace vectoriel de dimension infinie. L’adhé-” 


rence de L contient l’adhérence de la facette de tout point 
« de LnS et c’est l'intersection des hyperplans Q; qui contien- 
nent L. 


Remarque. — La facette de x n’est pas toujours fermée : 
si E est l’espace L?(N) des suites de carré sommable (t;);ex 
muni de la norme hilbertienne et si z= 0 pour 1 < p, un 

1T; 


point y tel que y; = 0 pour 1< pet Yi = 5-4 pour i> p 


appartient encore à L’(N) mais ce point est adhérent a la 
facette de x et ne lui appartient pas. 


Tutorime. — L’intersection d’une pyramide simpliciale « 


topologique avec un sous-espace fermé de codimension finie est 
une pyramide topologique enveloppe fermée convexe de l’ensemble 
de ses arêtes. 


DÉMONSTRATION. — Utilisons un raisonnement par récur- — 


rence. Soit [I le sous-espace vectoriel engendré par les arêtes | 


de la pyramide simpliciale topologique S qui a pour trace 


sur I[ la pyramide simpliciale S’; un hyperplan fermé H de E | 


a pour trace sur [I l’hyperplan H’ de IL. 


1) Si H n’est pas un hyperplan d’appui de S, soit [O, e >) 


une aréte de S non située dans H. Si V(x) est un voisinage 


d’un point x de S dans H, la trace, sur le demi-espace ouvert — 


H* limité par H et qui ne contient pas e), du cône de sommet 
& qui s'appuie sur V(x) est un voisinage d’un point de S et 
contient un point z’ de S’. La demi-droite [e,, z’ >) coupe H 
en un point + de S’n H. 

2) Si H n’est pas un hyperplan d’appui de S, la trace sur H 
de 5 est la pyramide simpliciale topologique S, du sous-espace 
d’appui extrême fermé de S qu’elle engendre et S, est l’adhé- 


rence de l'enveloppe convexe de l’ensemble de ses arêtes, qui : 


sont des arêtes de S. 


=v? Oe 
Ve 


CONES CONVEXES ET PYRAMIDES CONVEXES 289 


Supposons que la trace de S sur tout sous-espace fermé de 
codimension (k — 1) soit l’adhérence de la trace de S’ sur ce 


_ sous-espace. Soit H, un sous-espace fermé de codimension 


k,et H,_, un sous-espace fermé de codimension (k—1) qui le 
contient. Si H, n’est pas un hyperplan d’appui de la trace 
5,_, de Ssur H,_,, on est ramené au cas 1). Si H, est hyperplan 


_d@appui de S,_;, soit Hj le sous-espace d’appui extrême fermé 
de S,_, engendré par la trace S, de S sur H,; ce sous-espace 
“est la trace sur H,_, d’un sous-espace d’appui extrême fermé 
_ H" de S; la trace S” de S sur H” est une pyramide simpliciale 


topologique et sa trace sur le sous-espace H} de codimension 
(A — 1) dans H” est l’adhérence de la trace de S’ sur ce sous- 


_ espace, donc l’enveloppe fermée convexe de l’ensémble de ses 


arêtes; cette trace est S,. 


CorozLaiRe 1. — Une pyramide topologique, adhérence d’une 


- pyramide convexe contenue dans le cône convexe engendré par 
- les. vecteurs d’une base topologique est l’enveloppe fermée convexe 
- de l’ensemble de ses arêtes. 


CoRoLLaAIRE 2. — l'intersection d’une pyramide simpliciale 


… topologique avec un ensemble fini de demi-espaces est l’enveloppe 
fermée convexe de l’ensemble de ses arêtes. 


CoroLLaIRE 2. — (Théorème de Rosenbloom généralisé [7]) : 


… L'intersection C de la pyramide topologique S avec un ensemble 


- fini (Hijic, @hyperplans affines fermés contient un point 
“extrémal. Si C est pseudo-borné, C est l’enveloppe fermée convexe 


de l’ensemble de ses points extrémaux qui ont n coordonnées au 
… plus sur les vecteurs de la base topologique différentes de 0. 


? 


De. 


“ 
4 
5 


7 
J 
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a” 


LA 
A 


# 


DÉMOonNsTRATION. — Soit K l'intersection des hyperplans 
H,; le sous-espace vectoriel K, engendré par K et {O} est un 


“ sous-espace vectoriel fermé de codimension n, sur lequel la 


trace DZ de S est l’enveloppe fermée convexe de l’ensemble 
de ses arêtes; le sous-espace engendré par la facette d’une de 
ses arêtes dans S’ est de dimension n au plus. La trace sur K 
d’une arête de » est un point extrémal de C. Si C est pseudo- 
borné, toute aréte de & coupe K et C est l'enveloppe fermée 


convexe de l’ensemble de ses points extrémaux. 
19 
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3. Applications. 

Je ne donnerai que des applications immédiates des résultats 
précédents à l’analyse. | 

1) Soit E l’espace des fonctions analytiques réelles sur 
[O, 1] qui ont un prolongement analytique complexe dans la 
boule ouverte |z| < 1; munissons E de la topologie de la 
convergence uniforme sur tout compact de [O, 1], pour les 
fonctions et toutes leurs dérivées. L'ensemble des fonctions e, 
où e,(x) = x" est une base topologique de E car toute fonction 


f est somme de la famille (1 f”(0) en) pex. Soit S-le cône 


convexe fermé engendré par les vecteurs e,; S est une pyra- 
mide simpliciale topologique. 

Soit g une fonction analytique réelle sur [O, 1] admettant 
le point 1 comme point singulier ou non, dont toutes les dérivées: 
en O et par suite en tout point de [O, 1] sont positives ou 
nulles. Alors la fonction g se prolonge analytiquement dans la 
boule |z| < 1 et g appartient à E; une telle fonction est une 
fonction absolument monotone sur [O, 1]. Le cône S est l’ensemble 
de ces fonctions. | 

Toute distribution au sens de L. Schwartz à support compact 
dans [0, 1] induit une forme linéaire canonique sur E. Soit T; 
une famille de telles distributions. L’ensemble des fonctions 
absolument monotones f telles que T;(f) < c; où c; est une 
constante, est un polyèdre topologique; s’il est pseudo-borné, 
il est l'enveloppe fermée convexe de l’ensemble de ses points 
extrémaux qui correspondent aux polynômes réels à coefficients 
positifs. Une forme linéaire qui atteint son extremum sur un! 
tel polyèdre topologique l’atteint en un point extrémal. \ 


ExempLe. — Cherchons s’il existe une fonction analytique 
absolument monotone f qui prend en deux points a et b des 
valeurs a’ et b’ et qui a une valeur minima en un point cy 
Supposons a = 0, a’ = 0, b’ > 0. Si f existe, f sera un point 
extrémal du polyédre P intersection de S avec l’ensemble des 
fonctions de E qui prennent la valeur O en 0 et la valeur b’ en b. 
Ce polyèdre topologique coupe l’arête [0,e, —) au point 


b ahs 
8 = ren Ainsi f=> sic > b et f n’existe pas si b > c. 


De méme si on cherche en quel point de ce polyédre topolo- 


> ————— soit extremum, c’est-a-di Mn D 
bin + 1) ’ t-a-dire que n 
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gique P on aura un extremum pour us f(x) dx, il faudra que 
, 
pode 
Lb 
en résulte: le minimum n'est Jamais atteint; si bete) le 
e 
L 


maximum est atteint pour la fonction f telle que f(x) = A Dsl 


b 


b> 1/e, le maximum est atteint en une arête au moins de S 
res phins SE 

2) Soit G un groupe compact abélien, L(G) l’espace de 
Hilbert formé des fonctions à valeur complexes fe les et se 


_ carrésommable, muni du produit scalaire : (f|g) = J f (2) 


L’ensemble G des caractères («,) sur G est discret et 4 est une 
famille orthonormale complète (considérée comme appartenant 


a L*(G) [5]) Tout élément f de au s’écrit : 


f= Xf(an)%, avec = f(x) ) (æla,) d 


Le cône S formé des éléments f tels que f(«,) > 0 pour tout 


a, e G est une pyramide simpliciale topologique; soit P l’inter- 


section de S avec l’ensemble fini de demi-espaces 
=| f(a)Fia)de<c, où FeL#(G et 1<i<k 
Alors P est l’enveloppe fermée convexe de l’ensemble de ses 
k 


points extrémaux, qui sont de la forme: g= >) g(«,)a,. Pour 
1 


- les obtenir dv nous écrirons : 


Te <4, FC ns A sh ae! ** 


k PS 
Ba.) Fa) (clan) de = À &(a)Pites) <a 
ce qui permet de déterminer £(«,) et par suite g. D'où: 
Proposition. — Tout point de P est limite d’une suite d’élé- 
ments de la forme Y a,F(a a,). a i ge Gi== (Ori | pious 


élément de P est de la forme > a à JF) bear. 


On peut ainsi retrouver es ore de Bernstein. 


pee sete LE 
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| 
4 


. 


3) Si G est un groupe abélien localement compact, soit E 
l’ensemble des éléments de L?(G) qui sont des fonctions presque" 


périodiques à gauche [5]. Une telle fonction est limite de 
combinaisons linéaires finies de caractéres de G et le raisonne- 
ment précédent s’applique. 
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A NON-PROBABILISTIC PROOF 
OF THE RELATIVE FATOU THEOREM 


by J. L. DOOB 


1. Introduction. 


‘Let R be a Green space, as defined by Brelot and Choquet, 
with Martin boundary R’. Naim [4] has extended the Cartan 
fine topology on R to Ru R’. Limits involving this topology 
will be called « fine limits ». 

Let h be a strictly positive superharmonic function. Then h 
has a canonical integral representation [1], going back to 
Martin if R is an open subset of a Euclidean space, involving a 
uniquely determined measure uv." on Ru R’. It has been shown [3] 
using probabilistic methods that, if uis a positive superharmonic 
function on R, then u/h has a finite fine limit at »"-almost 
every point of Ru R’. The purpose of this note is to prove 
this theorem non-probabilistically. Note that, if h is harmonic, 
the theorem is a boundary limit theorem, because then pu" is 
a measure of subsets of R’. In particular, if h is a constant 
- function, the theorem states that u has a finite fine limit at 
w."-almost every point of R’. This is the justification for calling 
the theorem the relative Fatou theorem. 


2. Fine limits. 


The fine topology, a refinement of the Martin topology, 
is defined in terms of the concept of « thinness » (« effilement »). 
_ A set is a fine neighborhood of a point if it contains the point 
and if its complement is thin at the point. Let y be a point 
of Ru R’, and let g be a function defined on a set A which is 
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not thin at n, that is, for which y is a fine limit point. Then. 
the fine superior limit b of g at n is defined as the infimum of, 
the numbers c such that the inequality g(£) > c defines a set 
thin at 7. We write 


(2.1) F lim sup g (§) = b. 
En 


The fine inferior limit is defined and denoted correspondingly, 
and is also equal to the infinum of the numbers c such that 
the inequality g(£) < c defines a set which is not thin at n. 
The function g is said to have the fine limit b at if b is both 
its fine superior and inferior limit. Notions involving limits on 
R will never involve the fine topology unless « fine » appears 
explicitly. 

If g has the fine limit b at n along Ac R, Naim [4] has 
shown that there is a subset B of A, thin at n, and such that 
g has the limit b at n along A — B. More generally, an adapta- _ 
tion of this proof shows that if g has the fine superior and 
inferior limits b, and b, respectively at n along Ac R, then 
there is a subset B of A, thin at n, such that g has the superior 
and inferior limits b, and b, respectively at n along A — B. The. 
following related theorem goes slightly deeper. 


THEOREM 2.1. — If g has fine superior limit b at n along 
AcR, there is a subset À, of A, not thin at n, such that g has“ 
limit b at n along À. | 

The corresponding theorem is of course valid for fine inferior 
limits. To prove the theorem, we can suppose that b is finite. 
Let & be a point of R, not 7 if nis in R. Let h be the minimal 
harmonic function corresponding to n if n is a point of R’. 
(Naim showed that the set of minimal boundary points is. 
the set of fine limit points of R on the boundary). If n isa 
point of R, let h be the Green function with pole n. Let Ay, 
be the subset of A at distance < 1/j but > 1/k from y, and 
satisfying the inequality. 


(2.2) b—1Ji< gt) <b + Ai. 


_ Then LJ Au is not thin at y, so that the smoothed lower 


| 


k 
envelope hy, of the positive superharmonic functions majori- 
zing h on a neighborhood of A,, is arbitrarily near h(E) if 


ie > 
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k is sufficiently large. Choose j, = 1. If j,,...,j, have been 
chosen, choose j,,, so large that hajine, (Go) > A(Eo)/2. Define 


» À, — | A5. Then Ay satisfies the conditions of the theorem. 


Naim proved a theorem [4, Theorem 23], which can be 
restated in the following more perspicuous form, in view of 


Theorem 2.1. 


Turorem 2.2. — Let & be a point of R, « a strictly positive 
number, h a strictly positive harmonic function on R, and let 


_ f be an extended real valued function on R’. Let u be a function 


on R with the following properties. 
(a) u is subharmonic, and u/h is bounded from above. 
(b) u/h has fine inferior limit < f(n) at each minimal boundary 


| point n. Then there is a function ug, on R, satisfying (a), with 


(2.3) uge(E) > u(é) — €, 


and having superior limit < f(n) at each minimal boundary 
> point 7. © 


3. The first boundary value problem. 


If A is strictly positive and superharmonic on R, a function 
u/h with uw superharmonic, subharmonic or harmonic will be 
called h-superharmonic, h-subharmonic or h-harmonic respec- 
tively. The remarks in this section presuppose that his harmonic 
but can be extended to the general case. Suppose then that h 


“ is harmonic and strictly positive. The first boundary value 


_ problem for h-harmonic functions on R can be solved using 


the standard Perron-Wiener-Brelot method. A few details of 


_ this method will be needed. If f is the specified boundary 
- function on R’, consider the following classes C1, C2, C3 of 


usé foules Mig SEL 


functions »/h. In each class ? is subharmonic or identically- oo, 
and »/h is bounded from above. The following further condi- 


- tion is to be satisfied in the indicated class. 


C1 ¢/h has limit superior < f(y) at each point n of R’. 

C2 The preceding condition need hold only at the minimal 
boundary points. | 

C3 v/h has fine limit inferior <f{n) at each minimal point 
n of R’. | 


Î 
{ 
E 
ù 

€ 
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Obviously C1 ¢ C2e C3. The lower h-solution is defined as 
the upper enveloppe of the class C1. It is then shown that this. 
upper envelope is the same as that of C2, and Theorem 2.2 
shows that this upper envelope is the same as that of C3. The 
upper k-solution is defined dually, and f is called h-resolutive 
if these two solutions are identical and h-harmonic. The 
h-harmonic function thereby obtained is the h-solution corres- 
ponding to f. | 

Brelot [1] has shown that all continuous boundary functions 
are h-resolutive, and has thereby defined h-harmonic measure : 
of boundary sets, generalizing ordinary harmonic measure. 
The class of boundary sets of h-harmonic measure 0 is inde- 
pendent of the reference point and is the same as the class 
of boundary sets of »."-measure 0. (We observe, to avoid misun-" 
derstanding, that although Brelot calls the «solution» a certain 
harmonic function u, we call the « solution » the h-harmonic | 
function u/h, to conform to the spirit of the general first” 
boundary value problem). 


4. The relative Fatou theorem. 


The following theorem was proved by probabilistic methods 
in [3]. 


Tueorem 4.1. — If h is strictly positive and harmonic, 
and if f is an h-resolutive boundary function, corresponding to » 
the solution u/h, u]h has fine limit f u.*-almost everywhere on R'.  « 

We prove this theorem using Theorem 2.2. If u/h has fine © 
limit inferior < f(y) at the minimal boundary point n, define — 
f'(n) as this fine limit inferior; at other boundary points set ! 
f = f. If ¢/h is in the lower class C3 for f, » <u, so ¢/h is in | 
this same class for f’. Hence, if u’/h is the lower h-solution © 
for f’, u’ > u. These two functions are identical, since f’ <f. , 
The upper h-solution for f’ is majorized by u/h, that for f, * 
so that both upper and lower h-solutions for f’ are u/h. That « 
is, f and f’ are both h-resolutive, with the same solution. — 
According to Brelot [1] this fact implies that f =f’ u*-almost 
everywhere on R’, that is, | ; | 


4A im int 446) 
(4.1) Dent (EN 0 Cy 
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"-almost everywhere on R’. Applying this result to -f and 
combining the two we obtain Theorem 4.1. 
The following theorem is due to Naim [4]. 


TuEorem 4.2. — If h is strictly positive and harmonic, and 
if u is superharmonic and the potential of a measure on R, then 
ulh has the fine limit 0 »"-almost everywhere on R’. 


THEOREM 4.3. — If h is strictly positive and harmonic, and 
if u is positive and superharmonic, u/h has a finite fine limit 
."-almost everywhere on R’. 

In view of Theorem 4.2 and the Riesz decomposition, it 
is sufficient to consider only the case when wis harmonic. Now 
if u/h is positive and h-harmonic, it is [4] the sum of an h-solu- 
tion u,/h and of a function u,/h with the property that u, is 
positive and harmonic, with min [u,, h] the potential of a measure 
on R. Then u/h has the fine limit fy"-almost everywhere on R’, 
where f is a boundary function with h-solution u,/h. 

The following theorem includes the three preceding ones, 
aside from the identification of the limit. It was first proved 
in [3] by probabilistic methods, without using the decomposi- 
tions necessary in the present treatment. 


Turorem 4.4. — Let u and h be strictly positive and super- 
harmonic. Then u/h has a finite fine limit at p"-almost every 
point of Ru R’. 

This theorem will be proved by applying Theorem 4.3. The 
functions u and h are continuous on R in the fine topology 
(with the obvious conventions at infinities). In fact one defini- 
tion of the fine topology on R is that it is the least fine topology 
making all superharmonic functions continuous. Thus the 
function u/h has a finite fine limit at each point of R except 
possibly at an infinity of u. The set of these infinities has zero 
capacity, but may have strictly positive »"-measure. Let 
h=h, +h, where h is the potential determined by the 
restriction of u" to R and h, is the harmonic function deter- 
mined by the restriction of u." to R’. We have already proved 
that u/h, has a finite fine limit »"-almost everywhere on R’, 
and that h,/h, has the fine limit 0 »"-almost everywhere on R’. 
Then u/h has the same fine limit as u/h, u"-almost everywhere 
on’R’. Let A be a compact subset of the set of infinities of u. 
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Then A has zero capacity. Suppose that u"(A) > 0. (If there — 
is no such set A, there is nothing further to prove). The space — 
R, = R—A is (with the obvious conventions) a Green space, 


and the définition of the Martin boundary yields at once that 
(with the obvious identifications), the Martin boundary of 
R, is R’u A. Moreover fine limits relative to R are also fine 
limits relative to Rj, and conversely. Each point n of A is a 


minimal boundary point of Ry, with corresponding minimal » 


function the Green function on R with pole n, restricted to 
R,. Let h’ be the potential determined by the restriction of 
u to A. Then h’ is harmonic on Rg, so u/h’ has a finite fine limit 
relative to Ry and so also relative to R, u*-almost everywhere 
on A, according to Theorem 4.3. Similarly, h/h’ has a finite 
fine limit, obviously > 1, w'-almost everywhere on A. Then 
u/h has a finite fine limit »"-almost everywhere on A, and it 


follows that the same is true u."-almost everywhere on the set — 


of infinities of u, as was to be proved. | 

The assertion of this theorem about limits on R can be 
géneralized as follows. If h is strictly positive and superharmonic 
and if u is superharmonic, u/h has a finite fine limit at »."-almost 
every point of R. It is sufficient to prove that u/h has a ‘finite 
fine limit at u"-almost every point of every open subset R, 


of R whose closure is a compact subset of R. In R, wis bounded | 
from below by some constant c. Hence (u — c)/h has a finite : 


fine limit at »."-almost every point of R,, according to Theorem 
4. 4, (We use the fact that u"-measure as defined relative to 
R,, and w"-measure as defined relative to R, restricted to 
subsets of R,, are absolutely continuous relative to each other.) 
Since 1/h has a finite fine limit at every point of R, the stated 
conclusion is true. 


5. On a theorem of Calderon. 


Generalizing a theorem of Privalov, Calderon [2] proved 


f 
| 


Sade eme 


the following. Let u be a function harmonic on an N-dimen- * 


sional halfspace R. Suppose that, at each point of a subset A 
of the boundary, u is bounded on the set of points in some neigh- 
borhood of the point which lie in some right circular cone with 
vertex at the point but otherwise in R. Then u has a finite non- 


cc 
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tangential limit at almost every (Lebesgue (N —1)-dimensional 
measure) point of A. The following theorem generalizes this 


» result in several directions. 


Turorem 5. 1. — Let R be a Green space, with Martin 
boundary R’. Let h and wu be superharmonic functions on R, 
with h > O. Suppose that u/h is bounded from below on a fine 
neighborhood of each point of a set A of minimal boundary points. 
Then u/h has a finite fine limit at u."-almost every point of A. 

It is easy to see that boundedness from below of u/h and of 
u in the stated sets are equivalent hypotheses as far as the 
conclusion of the theorem is concerned. It is sufficient to 
prove the theorem, and we shall do so, under the hypothesis 
that wu is strictly positive in some fine neighborhood of each 
point of A, since, for every positive n, we can replace A by 
thie subset of A for each point of which there is a fine neighbor- 
hood in which u/h >—n, and then replace u/h by (u + nh)/h. 
Finally, we can and shall suppose that h is harmonic, since 
the general case can be reduced to the harmonic case as in the 
proof of Theorem 4.4. Let Ry be the subset of R on which u 
is strictly positive. Then R, is itself a fine neighborhood of 


- every point of A. The restriction of h to subspace R, deter- 


«as =e à 


mines a corresponding measure uw. According to Theorem 4.4, 
u/h has a finite fine limit u}-almost everywhere on the Martin 
boundary R, of Ry. According to a theorem of Naim [4], 
each point of A corresponds to a point of R;, and a fine neigh- 
borhood of the latter point relative to R, is a fine neighborhood 
of the former relative to R. Then u/h has a finite fine limit 
at all points of A except those corresponding to points of a 
subset of Rj of »*-measure O. But such a set must also have 
u"-measure O, according to another theorem of Naim [4], and 
this finishes the proof of the theorem. 

Calderon actually proved a more general theorem than the 
theorem quoted at the beginning of this section. In fact he 
considered functions on the direct product of a finite number 
m of half-spaces, harmonic on each half-space if the remaining 
arguments are held fast. If m — 1 this theorem reduces to 
the quoted one. Presumably his general theorem has an 
analogue in a corresponding extension of Theorem 5.1. 
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UNE PROPRIETE DES FONCTIONS B.L.D. 
DANS UN ESPACE DE GREEN 


par M. Godefroid (Montpellier) 


On connaît divers résultats sur l’allure à la frontière des 
fonctions admettant une semi-norme de Dirichlet finie. Ainsi, 
pour une fonction harmonique et du type précédent dans un 
domaine circulaire, Beurling a montré (1) que la variation 
totale sur tout rayon est finie, sauf pour un ensemble de rayons 
découpant sur la circonférence un ensemble de mesure nulle 
et même « polaire », c’est-à-dire de capacité extérieure nulle; 
il y a donc en particulier une limite radiale pour presque tout 
rayon. On a ensuite adapté le résultat précédent à des fonctions 
et domaines plus généraux et approfondi en particulier le cas 
des fonctions de Beppo-Levi-Deny, dites brièvement 
« B.L.D. » [2] ou « B.L. précisées » [4]. En espace euclidien, 
elles peuvent être définies comme limite quasi-partout (c’est- 
à-dire sauf sur un ensemble polaire) et en semi-norme de 
Dirichlet d’une suite de fonctions à gradient continu de carré 
sommable. La définition est la même dans un espace de Green 
§, notion (2) qui contient celles de domaine euclidien borné 
et de surface de Riemann hyperbolique; il faut simplement 
considérer la fonction comme non définie aux « points a l’œ » 
possibles de 6. Choisissons un point P de l’espace de Green & 
et considérons l’ensemble & des « lignes de Green » L issues de P 
(arcs ouverts maximaux tels qu’en chaque point grad Gp soit 
+ 0 et tangent, Gp étant la fonction de Green de pôle P); 
dans le cas particulier où & est un disque euclidien ouvert 


() Voir par ex. J. Leone [5], p. 243. 
(2) M. Brexor et G. Cuoquer [3], p. 217. 
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et P son centre, on retrouve les rayons du cercle. Soit dg la | 
mesure, dite « mesure de Green » de total 1 sur £ et propor- 
tionnelle à la mesure angulaire sur l’ensemble des directions » 
de départ en P; on sait (3) que, sur presque toute (au sens de 
la mesure de Green) ligne le {, la borne inférieure de Gp est 
nulle; on dit qu’une telle ligne est « régulière » et nous noterons « 
leur ensemble {’. Ceci a permis de définir la notion de « radiale » » 
d’une fonction u dans &: c’est, lorsqu’elle existe, une fonction 
g(l) de le’ telle que f |ur — ¢(I)|dg +0 quand À —0, u} 
désignant la valeur de u au point Gp = À de la ligne I. 

M. Brelot a montré (*) que toute fonction uw, B.L.D. dans & 
admet une radiale (pour tout P). Nous allons préciser ce » 
résultat en montrant que, pour presque toute Le {’, u} a une 
limite finie pour À—0. On considèrera l’ensemble AX où 
Gp << Ag; son complémentaire contient P et est compact © 
si À est <Gp(P) (fini ou non) et assez voisin de ce nombre 
(car, si Gp(P) est fini, Gp admet en P un maximum strict — 
et sup Gp<Gp(P)). On introduit pour toute fonction u, 

Ay 
la variation totale V,(/) de u} comme fonction de A dans 
Pintervalle [0, Aj]. On sait que u} a une limite finie pour A> 0 
si V,(l) est finie, ce que nous allons utiliser. | 


Lemme 1. — Si la fonction u, surl n Ay, le £’, a, pourn— oo, 
une limite finie u en tout point, V,(1) < lim inf V, (I). 


a © 0 


Soit en effet K quelconque < V,(l). On peut trouver une 
suite finie de points de In Ay, M, t= 1,...,p, telle que 


Slu(M) — u(M.)| > K3 or 


B\u(Mi) — u(M,_,)| = lim Sju,(M,) — (Mi) <lim inf V, (D. 


k 
] 
N>+o y» n> + 00 | 
1 
: 


LEMME 2. — Soit dans & une fonction u, B.L.D. à gradient 
continu et semi-norme bornée tendant vers une fonction u sup- « 
posée finie dans A} sur toutes les lignes d’un ensemble « de | 


lignes 1 de 4’, Alors [. V,(l) dg est finie. 


(*) M. Bretor et G. Cnoquer [3], p. 236 et p. 239, th. 23. 
(*) M. Bretor [2], p. 394, th. 5. 
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| En effet 


fk V, (0) de J. lim inf V, (1) dg <liminf f. VA (L) dg. 
Or V,(l) est <a l’intégrale le long de Jn Ay de [grad u,| 


par rapport à l’arc ds, ce qu’on écrira J \grad u,|ds. Done 
ae V,, (1) dg< f, (lgrad u,| ds) dg < fyplerad u,||grad G| dy 


d’où la majoration VA fa grad? u, dv \/ Jus grad? Gdv. Le 


second facteur est fini et le premier borné, donc 


lim inf lv, Al) dg 


n>—+ 00 


est finie. 


Lemme 3. — Les lignes de { rencontrant un ensemble polaire 
E donné dans A} forment un ensemble de mesure dg nulle. 

Soit M, e E, appartenant à une ligne de {. Par tout point M 
d’un voisinage Ÿ assez petit passe une ligne de { rencontrant 
une petite « sphère de Green » &, Gp = À, en un point Q. Si 
M’, Q’ sont les images de M et Q dans les cartes locales des 
voisinages de M, et M,, l'application M’ + Q’ (dans l’espace 
image des cartes locales de &) est une contraction, à une simi- 
litude prés, vu la différentiabilité des fonctions qui la défi- 
nissent. De sorte que, dans les voisinages considérés, la 
capacité dans cet espace image (dans le plan, capacité logarith- 
mique) est, à un facteur fixe près, diminuée par l’application 
considérée et un ensemble polaire devient un ensemble polaire. 
Donc aussi par l’application M — Q. Les lignes de £ rencontrant 
EnW rencontrent © selon un ensemble polaire, donc de 
mesure superficielle nulle sur 2. Cet ensemble de lignes est 
donc de mesure dg nulle; le lemme résulte alors de la possi- 
bilité de couvrir l’ensemble des points de E situés sur des 
lignes | par une réunion dénombrable de voisinages tels que V. 

Des trois lemmes ci-dessus résulte que la variation totale 
le long de {NA de la fonction u, B.L.D. dans &, est finie 
pour presque toute ligne / de 4’. Il suffit ientanduire une suite 
u, de fonctions B.L.D. à gradient fini continu convergeant en 
semi-norme et quasi-partout vers u. Donc : 
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Taéorème. — Si u est B.L.D. dans &, pour presque toute 
ligne de Green régulière, u admet une limite finie quand G>O 
sur la ligne considérée. 
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THE REPRESENTATIONS OF LINEAR FUNCTIONALS 
BY MEASURES ON SETS OF EXTREME POINTS 


by Errett BISHOP and Karel de LEEUW (!) 


1. — INTRODUCTION 


Let X be a compact Hausdorff space. We shall denote by 


- C,(X) the real Banach space of continuous real valued func- 


tions on X, and by C,(X) the complex Banach space of conti- 


_nuous complex valued functions on X, supplied with norms 


_ denoted by ||.|| and defined by 


fll = Sup|f(z)} 


- Suppose that B is some linear subspace of either C,(X) or 


CX) that distinguishes points of X and that contains the 
constant functions. We are concerned in this paper with the 
problem of representing the linear functionals in the dual 


- space B* of B by measures on X. It is well known that such 


representations are always possible; if B is a linear subspace 


_of C,(X), by the Hahn-Banach theorem, any L in B* extends 
_ to a continuous linear functional of C,(X) and thus by the 


Riesz representation theorem, there will be some signed Baire 


+ measure #% on X so that 


(4) Lif) =f fdy, all finB. 


"If B is a linear subspace of C,(X), a similar argument shows 


(1) The authors wish to thank the Sloan Foundation and the United States Air 
Force Office of Scientific Research, respectively, for the support of this research. 
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that each L in B* has a representation of the form (1. 1) for | 
u a complex valued Baire measure. | 

There are cases in which it is possible to find a subset Y . 
of X which is such that each L in B* has a representation of © 
the form (1. 1) for some y concentrated on Y. In this paper 
we introduce such a subset, the Choquet boundary of B. 

The Choquet boundary of B is denoted by M(B) and consists — 
of all points 2 in X having the following property: there is 
a unique positive Baire measure y that represents, in the sense 


of (1.1), the linear functional L, defined by 
(1. 2) L;(f} =f (2), all fin B. 


This unique u will of course be the unit point mass at x. In 

the case that B is a uniformly closed subalgebra of C,(X) and — 

X is metrizable, M(B) is the minimal boundary of [3] and [4]. 
We show in Section 4 that the extreme points of the subset « 


LiLeB*, L(t) == 1} 


of B* are those L, défined by (1. 2) for x in M(B). | 

From this and the Krein-Milman theorem it follows easily 
that any L in B* has a representation of the form (1. 1) with 
% a measure concentrated on the closure of M(B). 

The question that concerns us is whether it is possible to — 
choose the measure u so that it is concentrated on M(B) itself. — 
If X is metrizable, an application of the theorem of Choquet 
in [7] shows that this is indeed possible. We proceed in the — 
reverse direction, showing directly that the measure can be > 
concentrated on M(B); this leads to a relatively simple proof — 
of the Choquet theorem. | 

In the case that X is not metrizable the situation is much © 
more complicated. We give examples in the concluding sec- « 
tion of the paper to show that M(B) need not even be a Borel * 
set. We prove nevertheless that each L in B* has a represen- | 
tation of the form (1. 1) for a measure u that is « concentrated — 
on M(B) » in following sense: it is a measure on the o-ring « 
generated by M(B) and the Baire sets of X, and is zero on — 
each set in this o-ring which is disjoint from M(B). Fur- — 
thermore if L(1) = ||L||, the measure u can be chosen to be - 
non-negative. This leads to an extension of the theorem of — 
Choquet to convex sets that are not metrizable. 
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The existence of measures concentrated on the Choquet 
boundary is obtained roughly as follows. An ordering relation 


on the class of non-negative Baire measures on X is intro- 


duced. We say that x is a B-cover of y if 
Jfday=ffdy, all finB, 


and 
(1. 3) {Pdjn<f Pd, © all finB. 


We say that u is a proper B-cover of n if u. is a B-cover of nand 
furthermore the inequality in (1.3) is strict for some f in B. 
7 is called B-maaimal if it has no proper B-cover. A simple 
argument using Zorn’s Lemma and weak* compactness assures 
for any given non-negative Baire measure n, the existence 
of a B-maximal pt that is a B-cover for n. The crucial result 
now is theorem 5. 3 which shows that u(S) = 0 if mis B-maximal 
and S is disjoint from M(B). From this it follows simply 
that any B-maximal p. can be extended to a measure « concen- 
trated on M(B) » in the sense described above. Since each 
linear functional in B* has a representation of the form (1. 1) 


_ for some Baire measure p. on X, and such a py is a linear 


combination of non-negative Baire measures, and each non- 
negative Baire measure has a B-maximal B-cover that is 
concentrated on M(B), it follows that any linear functional 
in B* has a representation of form (1. 1) for some vu. concentrated 
on M(B). ° 

+ Section 6 is devoted to uniformly closed subalgebras of 
C{X). We give somewhat simpler proofs of some of the 


results of [3] and [4] and remove the hypothesis of metriza- 


bility of X imposed there. We show that if A is a uniformly 


3 closed subalgebra of C(X) that distinguishes points of X 


« 
aA 


eet SP Avee ga 


and contains the constant functions, the points x of M(A) 
can be characterized by either of the following conditions: 
I. For each neighborhood U of x there is a function f in 


A with ||f|| <1, f(x) >< and |f(y)| <7 for all y not in U. 


II. If S is a closed Gs containing x, then there is some f 
in A with |f(z)|=|Ifll and — fy: If) = IA <5. 
A subset Y of X is said to be a boundary for A if for each f 


4 
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in A there is some y in Y with |f(y)| = ||f||- It is a simple © 
consequence of the Krein-Milman theorem that the Choquet — 
boundary of A is a boundary for A. Condition II shows 
that in addition, any Baire subset of X that is a boundary 
for A must contain M(A). Furthermore if X has the property 
that each point is a G; (in particular if X is metrizable), condi- 
tion II shows that for each point 2 of M(A) there is some f 
in A that « peaks » at x, so that M(A) is the smallest boundary 
for A, that is, the minimal boundary (for X metrizable, this 
was established in [3] and [4]). If not every point of X is 
a G;, there may be no smallest boundary, even if A is all 
of C,(X). 

Since each L in A* has a representation of the form (1. 1) 
for & a measure concentrated on M(A), it is reasonable to inquire 
whether for any set Y that is a boundary for A, a measure can 
be found that represents L and is concentrated on Y. We 
show by example in Section 7 that this cannot be done for 
linear subspaces of C,(X) that are not subalgebras. Never- 
theless we are able to show that for subalgebras such measures 
can always be found. The existence of these measures was 
suggested to us by Irving Glicksberg, who studied essentially 
the same problem for the case A = C,(X) in [8]. 

In all that follows, by « subspace of C,(X) » (or « of C,(X) ») 
we shall mean a linear subspace containing the constant func- 
tions, but not necessarily closed or distinguishing points of X. | 
For applications it is useful to have results concerning not « 
necessarily closed linear subspaces; furthermore it is necessary — 
for technical reasons for us to consider linear subspaces that | 
do not distinguish points of X. By « measure » in the follo- 
wing, we shall always mean finite measure. | 


Il. — THE BASIC DEFINITIONS 


In the following X is a fixed compact Hausdorff space. We 
shall denote by H the class of all non-negative Baire measures 
on X. This class H will be identified in the usual manner 
with a subset of the dual space of C,(X). By the weak* 
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topology of H we shall mean the restriction to H of the 
weak” topology on the dual space of C,(X). The basic fact 
concerning the weak* topology that we shall need is that boun- 
ded closed subsets of H are weak* compact. 

The following allows us to reduce questions concerning 
linear functionals on subspaces of C,(X) or C,(X) to questions 
about the Baire measures in H. 


Lemma 2. 1. — Let B be a subspace of C,(X) or C(X). Then 


each L in B* has a representation of the form 


(2. 1) Lif)=ffdu, all fin B; 
where pus a Baire measure which is of the form 
(2. 2) Uy — be, Uy, Le, in H, 
1f.B ts a subspace of C,(X), and of the form 
Pa — pro + Us — ils, Mas se Fe in H, 
if B is a subspace of C{X). Furthermore the x in (2.1) can 
be chosen to be in H if and only if L(1) = |[L]||. 


Proor. — We shall treat the case of B a subspace of C,(X); 
the proof for C,(X) is completely analogous. By the Hahn- 
Banach theorem, L can be extended to all of C,(X) with 
preservation of norm; i.e. there is a linear functional L’ on 
C,(X) with 

L'(f) = L(f), all fin B, 
and ||L’|| = ||L||. By the Riesz representation theorem, there 
is a signed Baire measure » on X so that 


L'(f)= ffdu, all fin C,(X). 
Each signed Baire measure on X is of the form (2.2). If 
E(t) = ||, then 
[ol] = 1] = [IL || = LD = 2(X), 
- so pm must be non-negative and thus in H. Conversely if » 
is in H, the L defined by (2. 1) clearly satisfies L(1) = ||L]|. 


| If B is a subspace of C,(X) or C,(X), and x is a point of X, 
we define H,(B) to be the subset of H consisting of all » with 


(2. 3) [fdu= f(x), all fin B. 
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H,(B) is always non-empty since it must contain at least — 
the unit point mass at a. Since subspaces are assumed to : 
contain the constant functions, by (2.3) each » in H,(B) : 


satisfies p(X) = 1. 
If S is any subset of X and B is any collection of functions 


on X, we define is(S) to be the subset of X consisting of those 


points that cannot be distinguished from points of S by the , 


functions in B; i.e. ip(S) is 


(y: fly) = f(a) for some xeSandall feB}. 


If uw is any Baire measure in.H, we denote by & its regular — 


Borel extension. This is the unique regular Borel measure 
on X that agrees with u. on the Baire sets of X. It is defined by 


(8) = Inf p{U), 
where U runs over all open Baire sets that contain 5. 


If B is a subspace of either C,(X) or C{X), the Choquet 
boundary of B, denoted by M(B), is defined to consist of those 


points æ in X which are such that any v in H,(B) satisfies « 


&(is(x)) = 1. If B contains sufficiently many functions to » 


distinguish a point x from all other points of X, ip(x) = {x}, 


so that x will be in the Choquet boundary of B if and only — 


if the unit point mass at xis the only win H,(B). 

If B is a subspace of C,(X), we shall denote by B, the subspace 
of C,(X) consisting of real parts of the functions in B. The 
following is immediate. 


Lemma. 2: 2 ME) = MiB), sont for. eo it ee 
H,(B,) = H,(B). 


We next introduce some ordering relations on H which are * 


basic to the constructions that follow. 
If B is a subspace of C,(X) and uw and x are in H, we shall 
say that u is a B-cover of n if | 


Jfadn= ff, all fin B, 


and 


(2. 4) ffdn<ffP ds,  alfinB. 


We shall say that is a proper B-cover of n if is a B-cover of re 


and furthermore the inequality (2. 4) is strict for some f in B. 


= rs 


—- été 
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A measure n will be called B-maximal if it has no proper 
B-cover. 

Much of the work done in the remainder of the paper goes 
into demonstrating that any B-maximal measure must be 
concentrated on the Choquet boundary of B. 

The following two lemmas will be applied later. 


Lemna 2. 3. — Let x be a point of X and 7 in H be the unit 
point mass at x. Let B be a subspace of C,(X). Then any 
x in H,(B) is a B-cover of 7. 


Proor. — By the Schwarz inequality, for each f in B, 


ffidu=f fidpf dp >| f fay! = (fo) = fp an. 
Furthermore 


| fdu= fle) = f fa 
for all f.in B. J | J : 


Lemma 2. 4 — Let B be a subspace of C,(X). Then each 


n tn H has a B-cover that is B-maximal. 


Proor. — Consider subsets ft} ex of H indexed by totally 
ordered sets J, where the ordering is such that ug is a B-cover 
of wz if «<< $. By Zorn’s lemma there is a maximal such 
subset { Ua i «es that contains 7. Since B contains the 
constant functions, each pw, is in 


(2. 5) fy: veH, v(X) = n(X)}. 


(2. 5) is compact in the weak* topology and thus contains 
a weak* cluster point p. for the net fui cer. It is clear that 
wis a B-cover of n and that y is B-maximal. 


III. — REPRESENTATION OF LINEAR FUNCTIONALS 
IN THE SEPARABLE CASE. 


The main result in this section is Theorem 3.2. Using it 
we establish in Theorem 3. 4 the possibility of representing 
linear functionals on B by measures on the Choquet boundary 
of B in the case that B is separable, that is, has a countable 


is 


dense subset. Theorem 3.2 will also be applied later in the” 
non-separable case. 
We shall need the following well known lemma. 


Lemma 3.1. — Let S be a closed subset of X. Then for 


each positive real number c, the subset 
fu:weH, u(X) = B(T) =c, for some finite Tc S} 
of H is dense in 
juiueH, u(X) = @(S) =e} 


in the weak* topology. 
We can now prove 


TusorEem 3. 2. — Let B be a subspace of C,(X), and w in H 
be a B-maximal measure. Let S be a closed subset of X which 
has the following property: there is a separable subspace D « 
of B so that for each x in S there is some 5 in H,(B) with 
G(in(x)) < 1. Then B(S) = 0. 

The statement of this theorem is necessarily complicated * 
as it must be applied later to the situation where B is not — 
separable. In that case D will necessarily be a proper subspace 
of B and will not distinguish points of X. In the application 
in this section however D = B, and in this case the hypo- — 
thesis on S in the theorem becomes simply that it be disjoint ! 
from the Choquet boundary of B. 
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Proor or TuEorem 3.2. — Let {f,: n= 1, 2,...} bea — 
countable subset of D that is dense in D. For each pair © 
of positive integers n and m define L,,, to be the subset of X 
consisting of all x for which there is some & in H,(B) with. 


: 4. 
(3. 1) fae 2+ (fla) 
Lim is closed. For if fx,} is a net of points in L,, converging 


to a point 2 in X, and if for each & a measure u, is chosen in 
H,,(B) so that 


~~ a agg Py tend em AS De Th … 


1 
Jde =< + (te), 
by the weak* compactness of 


fuimeH,  u(X) = 1} 


nee. -— 


ee S 
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the net fx} will have a weak* cluster point » in H 2(B), and w 
will satisfy (3. 4). 
We will show next that 


(3. 2) S c U LA. 


Let x be a point of X that is in none of the L,,,. Let os be in 
H,(B). By the definition of the L,,, 


(3. 3) [fi ds < (Fm) =| [fa def. 
On the other hand, by the Schwarz inequality, 


(3. 4) Jde = [fide fi do >| ff, def 


with equality if and only if f, is constant a.e. with respect 
to 5. Comparing (3.3) and (3. 4) we see that each f, must 


be constant a.e. with respect to 5. Since also f(x) = Le dc, 


it follows that f,,1s equal to/,(x) a.e. with respect to o for each n. 
Thus the set 


in(z) = [y: f(y) = fit), n= 1,2, .. .] 

has o measure 1. Since this holds for each 5 in H,(B), x cannot 
be in S. This completes the proof of the inclusion (3. 2). 

We now show that B(S) > 0 contradicts the B-maximality 
of wu. Suppose that @(S) >0. Then by (3. 2), &(Lin) >0 for 
some L,,,. Let y be the measure in H that is the restriction 
ofuto L:1e., v(T) = &(T n L,,) for all Baire sets T. Now v=£0 
since v(X) = BL») #0. By Lemma 3. 1, vis the limit in 
the weak* topology of a net [v,] of measures in H with 
va(X) = v(X) and each v, concentrated on a finite subset of L,,,. 
By Lemma 2. 3 and the definition of L,,, it follows that there 
exists a corresponding net [n.] of measures in H such that 
each n, is a B-cover of v, ay a AE that 


[ra dre = + fr dr. 


If n is any weak* cluster point of the net [n,], n is a B-cover 
of y and 


? 


À Rides) 29 + f fi dy. 
Thus ‘ is a proper BAdvel of y and it follows that (u%— v) + 7 
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is a proper: B-cover of 4. This contradicts the B-maximality f 
of & and shows that G(S) must be 0. This completes that 
proof of Theorem 3. 2. 


Corottary 3.3. — Let D be a separable subspace of C,(X). 
Then the Choquet boundary of D is a Gs. If n is any measure 
in H, then there is some measure p. in H with 


(3. 5) ffdu= [fan all finD, 
and which is concentrated on M(D); i.e. satisfies &(M(D)) = p(X). « 
Proor. — Let ff,:n —1,2,...} be a countable subset 


of D that is dense in D. Define the closed subsets L,,, of X ! 
as in the proof of theorem 3.2. We shall show that M(D) 
is the complement of U L,, and is thus a Gs. Let x be any 
point which is not in M(D). Then that part of the hypothesis 
of theorem 3. 2 which concerns B, D, and S is satisfied if B 
is taken to be D and S to be {x}. The proof of Theorem 3. 2 
shows that x is in UL,,. Conversely, from the definition of 
the L,,, it is clear that no point in U L,, can bein M(D). Thus 
M(D) is a Gg as claimed. 

Now let n be any measure in H. Let 1 be a D-maximal 
measure in H that is a D-cover of 1. The existence of such 
a pis guaranteed by Lemma 2.4. Equality (3. 5) holds since 
wis a D-cover of n. To show that @(M(D))=u(X), by regu- * 
larity of & it suffices to show that &(S) = 0 for each closed S 
that is disjoint from M(D). That this holds is a consequence * 
of Theorem 3. 2 for the special case D = B. This completes — 
the proof of Corollary 3. 3. * 

The following is an immediate consequence of Lemma 2.1 « 
and Corollary 3. 3. À | 


THeorem 3.4. — Let D be a separable subspace of C,(X) 
or C(X). Then any linear functional L in D* has a represen- 
tation of the form 


(3. 6) Lif) = ffdp, all fin D, 


for » a Baire measure on X that is concentrated on M(D) in 
the sense that f(S) = 0 for each Borel set S disjoint from 
M(D). Furthermore the tt in (3. 6) can be chosen to be in H 
if and only if L(4) = ||L||. 


Sane a gy Mg St 
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IV. — EXTREME POINTS AND THE CHOQUET THEOREM 


Let E be a real locally convex topological linear space with 
dual space E*. Let X be a compact convex subset of E and 
B the linear subspace of C,(X) consisting of all functions f 
having the form 


f(x) = F(a) + ¢, all x in X, 


for some F in E* and some real constant c. 

If & is a real-valued measure on X whose domain includes 
the Baire sets of X and if S is a Baire subset of X, we shall 
denote by 


(4. 4) Soy dp. (y) 


the unique element » of E that satisfies F(v) = RE du. for 
each F in E*. We shall use standard properties of the vector 
valued integral (4.1) that are discussed for example in [6]. 
The following lemma was announced by Bauer in [2]. 


Lemma 4. 1. — Let x be a point of X. Then the following 
are equivalent : 

1. x is an extreme point of X. 

2. x is in M(B). 

Proor. — To show that 2 implies 1, let x be a point of X 


j 1 
that is not extreme. Then r= -—(u-+») for some wu and ¢ 


2 

in X with uv. Thus the measure x in H that satisfies 
A({u}) = B({o}) => and A(X) =1 is in H.(B) by the defini- 
tion of B. Since the functions of B distinguish points of X, 
in(z) = {x} so v(is(2z)) = 0 and x is not in M(B). 

To show that 1 implies 2; suppose that x is an extreme point 
of X. Let u be in H,(B). We shall show that y is the unit 
point mass at x so that x is in the Choquet boundary of B. 


Since p is in H,(B), x =fy du(y). If S is any Baire subset 


| 
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of X with 0 <u(S) < 1, and T = X —S, x has a representa-, 


tion as a convex combination 


(6.2) = wl) (se fv de) + HD) (ay fiv dut) 


of points in X. Since æ is an extreme point of X, 

(4.2) ul(S)e= /fydu(y, all Baire Sex. 
Equivalently, 

(4.3) u(S)F(x) = fFdu,  allBaire SeX,FeE". 
(4. 3) is possible only if | 

(4.4) u(fy:F(y)=F(x)j)=1, all Fer" 


If C(u) is the carrier of p, that is, the smallest closed subset | 
of X whose complement has & measure 0, (4. 4) shows that 


C(u) © fy: F(y) = F(a)}, all Fe E*, 


But since the functions in E* distinguish points of X, C(w) 
must be {æ} and must be the unit point mass at x. Thus 
x is in M(B) and the proof of Lemma 4. 1 is completed. 

We can now establish the Choquet theorem by using our — 
Theorem 3. 4. | 


TueoreM 4.2. — Let X be a compact convex metrizable — 
subset of a locally convex topological linear space. E. Let X, * 
be the set of extreme points of X. Then X, is a Gs in X and — 
every x in X has a representation of the form | 


_ (8.5) x = | y dp (y) 
for some non-negative Baire measure » on X satisfying 
MX) = w(X) = 1. 


_Proor. — Let B be the subspace of C,(X) defined earlier. 
rae X is metrizable, B is separable, so X, — M(B) is a Gs 
in X. Let x be a point in X and L the linear functi 
SEH te ear functional of 


ee ly, CTI HEL 


Lif) = f(x); all finB. 
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Then L(1) = ||L|| = 1, so by Theorem 3. 4 there is a non-nega- 


_ tive Baire measure » with »(M(B)) = u(X) = 1 and 


(4. 6) )=/Fdp,  alFinE* 


But (4. 6) is ne. a restatement of (4:5). And: a(X,)"= 4 
since by Lemma 4.1, X, = M(B). This completes the proof. 


Lemna 4. 1. gives a characterization of the Choquet boun- 
dary in terms of extreme points in a very special situation. 
It will be necessary for our later work to have a suitable 
replacement of this in the general case. 


Lemma 4.3. — Let X be a compact Hausdorff space, B a 
subspace of C,(X). Let L, be a linear functional in B*. Then 
the following are equivalent : 

‘1. Ly is an extreme point of 


(4. 7) {L: LeB*, Dit EI ? 
2. There is a point x in M(B) so that 
Lo (Mo (s)eall fan: B: 

Proor. — To show that 2 implies 1, suppose that L, is not 
an extreme point of (4.7). Li — (Ly + L,), with L, and 
L, in (4.7), L, ÆL. By Lemma 2.1 there are measures 
vu, and pv, in H with py(X) = ue(X) = 1 and 

L,(f)= ffdp, allfinB, i= 1,2. 
Since LL, p4(in(z)) < Asta liet = 5 (a +). Then p 


is in H,(B) and p(is(x)) < 1, so xis notin M(B). This completes 
the proof that 2 implies 1 

To show that 1 implies 2, suppose that L, is an extreme 
point of (4.7). By Lemma 2.1 there is a measure & in H 


so that : 
pren all f in B. 


Let S, be any Baire subset of X with 0 < u(S,)< 4, and 
S, = X—S,. Then if the linear functionals L, and L, in 
(4. 7) are defined by : 


Lif) = gy | favs all fin B, 
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we have a representation of L, as a convex combination 
L, = v(S,) L + (Se) L, 


of points in (4. 7). Since L, is an extreme point of (4. 7), this 
must be a trivial representation, so 


Sf dp = pls) f fap, 


for all fin B and all Baire Sin X. Thus each fin B is constant » 


almost everywhere with respect to vu, and if x is chosen to be 


‘in the carrier C(u), of u, that constant value must be f(x). 
This shows that L,(f) = f(x) for all fin B and that 


(4.8) C(u)c fy: f(y) =f(z), all fin B} = is(z). 


Since {4 could have been chosen to be any measure in H,(B), « 


(4.8) shows that x is in M(B). This completes the proof of w 


the lemma. 


Lemma 4. 3. allows us to draw a useful conclusion concer- 


ning the relation between M(B) and (CM) where B is a sub- « 


space of C,(X) and C is a subspace of B. 
For this we need the following. 


Lemna 4. 4. — Let E, and E, be real locally convex topological 
linear spaces and ¢ : E, — E, a continuous linear transformation. 
Let Y be a compact convex subset of E,. Then for each extreme 
point v of ¢(Y) there is some extreme point u of Y with o(u) = ». 


Proor, — Let u be an extreme point of ¢(¢)n Y. Such © 
exist because of the Krein-Milman theorem. Then uw will be — 


extreme in Y and satisfy ¢(u) = ». 


‘Cororrary 4.5. — Let B be a subspace of CX) and C a | 


subspace of B. Then 
M(C) c ic(M(B)). 


Proor. — Let ¢: B* — C* be the adjoint map of the natural : 


injection of Cinto B; œis continuous in the weak* topologies. 
Because of the Hahn-Banach theorem, the image of the weak* 
compact set 


(4.9) (LiLeB*, L(t) = [IL] = 23 
under ¢ is 
(4.10)  fL:LeC*,  L() = [IL] = 1}. 


aie 
Ate 
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Let x be a point in M(C). Then by Lemma 4. 3 the linear 
functionnal L, in C* defined by 


Lf) = f(x), all fin C, 


is an extreme point of (4.10). By Lemma 4. 4, L, is the 
image under ¢ of an extreme point of (4.9), which must by 
Lemma 4. 3 be of the form L,, 


Lf) =f(y), all fin B, 


for some y in M(B); _ ¢(L,) = L, means simply that L, when 
restricted to C agrees with L,, that is, 


(4. 11) fai); all fin C. 


Since y is in M(B), (4. 11) shows that x is in ic(M(B)). Since x 
was any point in M(C), it follows that M(C) ¢i¢(M(B)), as was 
to be proved. 


It is worth noting that under the hypotheses of Corollary 
4. 5, neither M(C) ¢ M(B) nor M(B) c M(C) holds in general. 


V. — REPRESENTATION OF LINEAR FUNCTIONALS 
IN THE GENERAL CASE 


The purpose of this section is to extend our Theorem 3. 4 
on the representation of linear functionals to the case of 
subspaces that are not separable, and to use this result to 
remove the hypothesis of metrizability in the Choquet theorem. 

If B is a subspace of C,(X) that distinguishes points of X, 
the fact that any linear functional in B* can be represented 
by a measure concentrated on the Choquet boundary of B 
follows simply from the following (which is our Theorem 5. 3) : 
If » in H is B-maximal and S is a Baire set disjoint from M(B), 
then u(S) = 0. This in turn is an immediate consequence 
of Theorem 3. 2 if it is possible to find for each x in S a measure 
a in H,(B) with o(S)< 1. It is the establishment of the 
existence of these measures that is the main work of this 
section. This is accomplished by a reduction to the he 
case and an application of Corollary 3. 3. 
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| 
For each subset S of X, we shall denote by ys the charac- — 


teristic function of 5, 


tei, cin 
~ (0, 2 not in S. 


7%s(2) 


Lemma 5. 1. — Let B be a subspace of C,(X), S a closed subset 
of X and x a point of S. Then the following are equivalent: " 
1. Each uv. in H,(B) has &(S) = 4, 
2. For each g in C,(X) with g = ys, 
Sup ff(x):feB, f£ 8} =1. 
Proor. — Suppose that 2 holds. Let w be in H;(B). Then 
for each g in C,(X) with g = ys, | 


JedeZSup}ffdu:feB, f£gi= | 
Sup {f(x):f <B, fses=t- | 1 

But | &(S) = Inf} [ g du: geC,(X), g=r78|, | 
so ASE’ 


For the converse suppose that 2 does not hold. Let g be 
a function in C,(X) with g > ys and 


Sup{f(e):feB, . f<e}=1—e. 
Define the linear functional L, on B by 
(5.4) L.(f) = f(2), all fin B. 


L, is a positive linear functional on B (that is, non-negative 
on non-negative functions) and thus by a standard result 
(see [10], p. 22) on the extension of such functionals, there is 
a positive linear functional L on C,(X) with | 


(5. 2) Lif) = L.(f), all fin B, 


i 
and L(g) —1—e. By the Riesz representation theorem, | 
there is a w in H with | 


(5.3) L(f) = ffdp, all fin C,(X). 
Because of (5.1), (5.2) and (5.3), u is in H,(B) and 


B(S)= fysdu< fe du = 1e 1. 
This completes the proof of Lemma 5. 1. 


— egg, ae gga alee 
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Lemma 5.2. — Let B be a subspace of C,(X) and S a closed 
Gsin X. Let x be a point of S. Suppose that each w in H,(B) 
satisfies W(S) = 1. Then there is a separable subspace C of B 
which is such that each p. in H,(C) satisfies u(S) = 1. 


Proor. — Since S is a closed Gg, there is a sequence 
ee oh 


in C,(X) decreasing point wise to ys. By « 4 implies 2 » of 
Lemma 5. 1, for each positive n and m it is possible to find 
some fim in B with fm <g, and fnm(z)=>1—m-. Let C be 
the subspace of B generated by the f,, and the constant 
functions. C is a separable subspace. If u is in H,(C), then 


»(S) = Inf J gdp. > Inf (Sup ae a.) = Inf (Sup fim(2)) = 4, 
so u(S) must be 1. 


THeorem 5.3. — Let B be a subspace of C,(X) that distin- 
guishes points of X. If S is a Baire set disjoint from M(B), 
and win H is B-maximal, then u(S) = 0. 


Proor. — By regularity of u we can assume 5S closed Baire 
and thus a G;. B distinguishes points of X so there will be 
a separable subspace D of B that distinguishes the points of S 
from those of X — S; 1.e. that satisfies tp(5) = S. We consider 
two cases. 


Case 1: For each x in S there is a ¢ in H,(B) with o(S) < 1. 


Case 2: For some x in 5, and all 5 in H,(B), 5(S) = 1. 

We shall use Theorem 3.2 to show that (5) = 0 follows 
in case 1, and then use Corollories 3. 3 and 4. 5 and Lemma 5. 2 
to show that case 2 cannot occur. 


Case 1: Since ip(S) = S, for each x in 5, ip(z) cS. Thus 
for each xin S there is some o in H,(B) with o(tp(x)) < o(S) < 1, 
so by Theorem 3. 2, u(S) = 0. 

Case 2: If each o in H,(B) satisfies o(S) = 1, then by 
Lemma 5.2 there is a separable subspace C of B (which 
can be chosen to contain D) so that each 5 in H,(C) satisfies 
a(S) = 4. We shall now use Corollary 3. 3 to contradict this 
by showing that there actually is a s in H,(C) with o(5) = 0. 
Since DcC and ip(S) = §, ic(S) = S, and S will be disjoint 

21 
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from ic(M(B)) since it is disjoint from M(B). But by Corollary ' 
4.5, M(C) cic(M(B)), so S is disjoint from M(C). By Corol- — 
lary 3. 3 applied to the unit mass n at x, there is a cin H,(C) . 


with ¢(M(C)) = 1 and thus with o(S) = 0. This contradicts 
the earlier assertion that each o in H,(C) must satisfy o(S) = 1. 


Thus Case 2 cannot occur, and Theorem 5.3 is completely . 


proved. 


Corozcary 5. 4. — Let B be a subspace of C,(X) that distin- 
guishes points of X. Let u in H be B-mazimal. Then y. can 
be extended to a measure that is concentrated on M(B); to be 
precise, there is a measure & on the s-ring generated by M(B) 
and the Batre sets that satisfies 

&(S) = u(S), all Baire S, 
and (M(B) = @(X) = 4. 

Proor. — Any set T in the o-ring generated by M(B) and 

the Baire sets has a representation of the form 


(5.4) T={S,n M(B)} u {S,n(X—M(B))}, 5S,,S, Baire. 
It is simple to check, using Theorem 5. 3, that if & is defined by 
ET) = p(S;), with S, as in (5. 4), 


& is well defined and satisfies the conditions claimed. 
The following is now an immediate consequence of Lemmas 


2. 1, 2.4 and Corollary 5. 4. 
Tueorem 5. 5. — Let B be a subspace of C,(X) or C,(X) that 


distinguishes points of X. Let S be the o-ring generated by | 


M(B) and the Baire sets of X. Then any linear functional L 
in B* has a representation of the form 


(5. 5) L(f)=/ffdu, al fin B, 


for u. a measure on Sf that satisfies u(T) = 0 for each Te 
disjoint from M(B). Furthermore the w in (5.5) can be chosen 
to be non-negative if and only if L(1) = ||L||. 

We can now state the generalized Choquet theorem. Its 
proof is identical with that of Theorem 4.2, except that 
Theorem 5. 5 is used instead of Theorem 3. 4. 


: 
i 


eh 
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Turorem 5. 6. — Let X be a compact convex subset of a real 
locally convex topological linear space. Let X, be the set of 
extreme points of X and § the o-ring |generated by X, and the 
Batre subsets of X. Then each x in X has a representation 


of the form 
fy duty) 
for some non-negative measure & on J that satisfies 


p(X.) = p(X) = 1. 


VI. — ALGEBRAS 


-If B is a subspace of C,(X) or C,(X), a subset Y of X will 
be called a boundary for B if for each f in B there is some y 
in Y with |f(y)| = fil 


The following lemma was announced by Bauer [2]. 


Lemna 6. 1. — If B ts a subspace of C,(X) or C,(X), M(B) 
is a boundary for B. 


Proor. — If B is a subspace of C,(X), and B, is the subspace 
of C,(X) consisting of the real parts of the functions in B, then 
M(B,) = M(B) and also any boundary for B, will be a boundary 
for B. Thus it suffices to consider the case of B a subspace 
of C,(X). 

The subset K of B* defined by 


(6. 1) K= fl Deb Ayia \EiP= 1} 


is convex and weak* compact. 

Choose any function h in B. Let L, be a point of K with 
|L,(h)|= max {|L(A)|: Le K}, and K, ={L:Le K, L(h)=L,(A)}. 
By the Krein-Milman theorem, the compact convex set Ky 
has an extreme point. This extreme point must also be an 
extreme point of K. By Lemma 4. 3, such an extreme point 
will be of the form L,, 


' Lf) = f(y), all fin B, 
for some y in M(B). Since for each a in X, the L, defined by 


L.(f) = f(a), all fin B, 
; 21 
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is in K, it follows from the choice of L, that 
||h|| = max {|A(x)|: x e X} | 
= max {|L,(h)}: v= X} =|L,(h)| = jA(y)| 


Since y is a point of M(B), and k is an arbitrary function in B, 
M(B) is a boundary for B. 


Throughout the remainder of this section, A is a uniformly — 


closed subalgebra of C,(X) that distinguishes the points of X 


and contains the constant functions. It is well known that : 


there is a smallest closed boundary for the algebra A, the Silov 
boundary (the Silov boundary has been related to extreme 
points in [1], [2] and [5]). We are concerned here with boun- 


daries that are smaller than the Silov boundary, and in parti- © 
cular with the question of whether if B = A, Lemma 6.1 « 


is the strongest result possible; 1.e., whether any boundary 
for A must contain the Choquet boundary of A. We show 
that this is indeed so if each point of X is a Gs, while we show 
in the general case that any boundary for A that is a Baire 
set must contain the Choquet boundary of A. 


In order to do this we must study two properties of points « 


of X that are equivalent to being in M(A). 
We shall say that a point 2 of X satisfies Condition I if 
for each open neighborhood U of X there is some fin A with 


WAS, (el >< and |f(y)| << for all y outside of U. 


We shall say that a point x of X satisfies Condition II if 
for each closed set S containing x that is a Gs, there is some 


function f in A with |f(«)| = ||f|| and 
ty: |F(y)| = TA ¢S. 


Note that if fx} is a G3, Condition II simply states that 
there is some f in A « peaking » at x. 


Lemna 6. 2. — If x is in M(A), x satisfies Condition I. 


_ Proor. — Let A, be the subspace of real parts of functions 
in A. Let U be any neighborhood of x. Choose a function g 
in C,(X) with 0< g <1, g(x) = 1 and g(y) = 0 for y outside 
of U. Since M(A) = M(A,), any uw in H,(A,) must satisfy 
&({e}) = 4. Thus by « 4 implies 2 » of Lemma 5. 1. applied 


AITO aft 8 Bint Tete LE Ne 


PS 


wie A D 


- 
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to S= fx} and B= A,, there is some hy in A, with hy < g 


ECW AG Re Tete een tes VS ee 


there is a k in Fa so that h + tk is in A, and since A is a uni- 
formly closed subalgebra, the function f defined by 


f — eh +ik) 


is in À (the use of the exponential function at this point was 
suggested to us by H. Royden). It is simple to check that f 


satisfies the conditions wanted; i.e. ||f|| <1, |f(x)|> z= 3, 
and fWi<—e<z for y not in U. 

_Lemna 6.3. — If x satisfies Condition I, it must satisfy 
Condition II. 

Proor. — Let S be a closed Gy containing x. Let {V,} 
be a decreasing sequence of open sets with S = iV. The 
construction of a function f in A with [f(x)| = ||f|| and 


fy: If(y)| = fi} eS 


is identical with the construction in Theorem 2 of [4], if the 
sets D,(x) used in that construction are taken to be the X — V,. 


Lemna 6. 4. — If x satisfies Condition II, it must be in M(A). 


Proor. — Let w be in H,(A). Let S be any closed G; 
containing x. By Condition IT there is an fin A with 


(6. 2) ve fy: [fly)| = Ilfllfe. 


Since v. is in H,( A), ff du = f(z), which by (6. 2) is possible 
only if u(S) = 1. A by the regularity of @, &({r}) = 1, so 
x is in M(A). 

Thus we have established. 


Turorem 6. 5. — Let x be a point of X. Then the following 
are equivalent: 

1° x satisfies Condition I; 

20 x satisfies Condition II; 

30 x is in M(A). 

This equivalence for the case X metrizable is contained in [4]. 
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Corottary 6.6. — If each point of X is a Gs, M(A) ts the. 


smallest boundary for A. 
Proor. — By Lemma 6. 1, M'A) is a boundary for À. By 


Condition II, at each point x of M(A) there is some fin A 


with 
Wl<\f@, ally #e. 


Thus any boundary for A must contain M(A). 
This result for X metrizable was established in [4]. 


CorozLary 6.7. — Let Y be any Baire subset of X that is — 


a boundary for A. Then Y contains M(A). 


Proor. — Suppose on the contrary that there is some point 
æ in M(A) that is not in Y. Then there is a closed set 5 


containing x that is a G; and is disjoint from Y. By Condition : 


II there is an f in A with 
we ty: |f(y)| = Al ¢S. 


ns 


This f does not attain its maximum modulus on Y, contra- © 


dicting the fact that Y is a boundary for A. 

It is however not true that M(A) is the intersection of all 
of the Baire boundaries for A, as can be seen from some of the 
examples in the next section. 


Corotiary 6.7. will now be used to show that if Y is 
any boundary for A, all linear functionals in A* can be repre- 
sented as measures on Y. To establish this result we need 
first a lemma. 


Lemma 6.8. — Let Y be a boundary for A. Let be any 
A,-mazimal measure in H. If S is a Baire set disjoint from Y, 


w(S) = 0. 


Proor. — Since Y € X —S, the set X —S is a Baire boun- 
dary for A. By Corollary 6.7, M(A)<¢ X—S, so that S is 
disjoint from M(A).. It follows from Theorem 5. 3 that u(S) = 0. 


Tuerorem 6.9. below now follows from Lemma 6. 8 in the 


same manner that Theorem 5.5 follows from Theorem 5. 3. 
We omit the details. 
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Tueorem 6.9. — Let Y be a boundary for A, and ¥ the 
o-ring generated by Y and the Batre setsof X. Then each linear 
functional L in A* has a representation of the form 


(6. 3) Lif}= ffd, all fina, 


for U. a measure on J that satifies u(T) = 0 for each T in ¥ that 
is disjoint from Y. Furthermore the x in (6.3) can be chosen 
to be non-negative if and only if L(1) = ||L|. 


VII. — EXAMPLES 


_We present in this section a class of examples showing 
that the Choquet boundary, which must be a G; in the sepa- 
rable case, can be arbitrarily bad in general. We also show 
that Theorems 5. 3 and 5.5 cannot be strengthened to assertions 
about Borel sets rather than Baire sets. Finally there is a 
simple example which shows that the analogue of Theorem 
6. 9 for subspaces rather than subalgebras is false. 

Let {Y.}cex be a family of disjoint non-empty topological 
spaces indexed by a topological space X. Let Y a 2 

Tex 

and =~: Ÿ — X be the projection map defined by (y) = x 
ifyisin Y,. Lets: X = Y be a cross-section; 1.e., zs(x) = x 
for Sall ‘atin XC 

We shall describe a topology (called the porcupine topology) 
for Y. Let U be the class of all subsets U of Y that satisfy 
the following : there is some x in X so that U is an open subset 
of Y, not containing s(x). Let J be the class of all subsets 
S of Y that satisfy the following : there is some xin Y so that 5 
- js a closed subset of Y, not containing s(x). Let be the 
… class of all subsets of Y of the form x—1(V) — (S,u...u5,), 


| where V is an open subset of X and the S; are in J. The 


collection 4 u Ÿ is closed under intersections and thus is the 
basis for a topology for Y. This is our porcupine topology. 
In this topology a net {u,} of points in Y converges to a point 
yin Y, — {s(x)} if and only if the net is ultimately in Y, and 
converges in the original topology of Y, to y. If none of the 
u, are in Yz, {Ua} converges to s(x) if and only if the net 
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{r(u,)} converges to x in the topology of X. If X and the Y, 
are compact Hausdorff, then Y is compact Hausdorff. 


Suppose now that X and the Y, are compact Hausdorff. — 
Let D be a subspace of C,(X) and for each x in X, let B, be — 


a subspace of C,(Y,). Let B be the subspace of C,(Y) consis- L 


ting of all f in C,(Y) such that fos is in D, and for each x in X, 


f restricted to Y, is in B,. If D and all the B, are closed sub- 


spaces and distinguish points, B will be a closed subspace 
and distinguish points. It is simple to check that the Choquet 
boundary M(B) of B is 


(7. 1) LJM@y}—s(x—MO@). 
sex 

We shall now consider a special case of the above construc- 

tion. Let X be an arbitrary compact Hausdorff space and K 

an arbitrary subset of X. For each x in K, let Y, consist 

of the one point s,, and for each x in X-K, let Y, be the 

discrete topological space consisting of the three points 


om 


ag 


fra Sz, tz}. Define s: X—> Y by s(x) = s,, all xin X. Let © 
D be C,(X), and if x is in K, let B, = C,(Y,). If @ is in © 
X—K, let B, be the subspace of C,(Y,) consisting of those f 


that satisfy 
f(s=) = (flre) + fits) 


The construction described above applied to D and the B, 
yields a closed subspace B of C,(Y) that distinguishes points. 
Its Choquet boundary is (7. 1) and is therefore easily seen to 


satisfy Y— M(B) = s(X—K). Since K was an arbitrary 


subset of X, this shows that the Choquet boundary can be 
arbitrarily bad. An example of a bad boundary has also 
been given by Choquet in [8]. 

Suppose now that in this example we take X to be the unit 
interval with the usual topology and K to be the void set. 
Let v be Lebesgue measure on X, and let 4 be the Baire 
measure on Y defined by 


u(S) = v(s“1(s(X) 0 8)) 


for all Baire subsets S of Y. Then wis B-maximal. Never- 


theless its regular Borel extension à satisfies &(M(B)) = 0. 
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This is in contrast to Theorem 5. 3 which shows that a B-maxi- 
mal measure must be « concentrated on M(B) » in the sense 
that 4(S) = 0 for each Baire set S disjoint from M(B). The 
example shows that the conclusion of the theorem cannot be 
strengthened to G(S) being 0 for each Borel set S disjoint 
from M(B), even if M(B) itself is Borel. It also shows 
that the measures % appearing in Theorem 5. 5 may not be 
regular. 

In order to obtain a more striking example, we take X 
to be the subset of the complex plane 


X= {z:lz|<AX 
in the usual topology, and take K to be the set 
Kris 2 RU 


For each x in K, let Y, consist of one point s, and for each x 
in X — K, let Y, be the discrete topological space consisting 
of the three points { r,, s,, and £, {. 

Define s: X + Y by s(x) = s,, all x in X. Let D consist 
of all functions in C,(X) which are harmonic on K. If x is 
OA CS AS = PTS 797 

If x is in X — K, let B, be the subspace of C,(Y,) consis- 
ting of those f that satisfy 


F(82) = 1/2 (f (r2) + f (te))- 


The construction above applied to D and the B, yields a 
closed subspace B of C,(Y) that distinguishes points. Its 
Choquet boundary is easily seen by (7.1) to be 


M(B) = Y —s (X). 
Let y, be the point s(0) = s, of Y. We shall prove that 
a(M (B)) = 0 


for all u in H,, (B). 

To this end, we first note that the only compact subsets 
of M(B) are finite, by the definition of the topology on Y. 
It follows that in order to show that & (M (B)) —0, it will 
be sufficient to show that & (ir, {)=@({ tj) —0 for each 
x in X —K. Assume that this is not the case, so that 
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B(} re, })=C>0, say, for some 2, in X—K. Let h be any © 


non negative harmonic function on X with h(a) > 1 and » 


h (0) = C. Define the function f in B by 
f(y) = h(a), for all y in Y,. 


Since ue H,,, it follows that 


flys) = f fap = flre,) (fret) = (x) (fra) > C- 
Since also 
f(yo) = (0) = C, 
this gives a contradiction. Thus 


(M(B) = 0. 


This points up Theorem 5. 5, which states that there exists 
w in H,, which can be extended to a measure on the o-ring 
generated by M(B) and the Baire sets so as to have m(M(B)) = 1. 
The point is that the extension of u does not agree with the 
regular Borel extension & of uw. 

The next example demonstrates that the analogue of 
Theorem 6. 9 for subspaces is false. Let X be the subset 


{z:|z—41| = 1} u fz: |z+ 4| = 4} 


of the plane. Let B be the space of all functions f on X of 
the form 


f(z, y) = ax + by +c, (x, y) in X, 


for a, b and creal. Then each fin B that attains its maximum 
on X at p = (1, 1) also attains its maximum at (— 1, 1), so 


X — {p} is a boundary for B. However the linear functional 
L in B* defined by 


Lif)=f(p), f mB, 
has no representation of the form 
Lif)=ffa, f iB, 


for ». a non-negative measure on X-{p}. 
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1. The topological terminology is that of [11], and the measure theoretic termi- 
nology is that of [9]. 
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